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 2فاطمه احمدپور 

هندسههه از دیربههاز بههه عنههوان یکههی از  چکیدد:  
های اصلی برای یههادگیری اثبههات م ههر  جایگاه
 تآمههوزان مشههکادر حالی که دانش  ،است  بوده

 .دارنههد  هههای هندسههیاثباتدر یادگیری  فراوانی  
بهها   آمههوزانافتههد کههه دانشبسیار اتفههام میحتی  

ببینند نمیترسیم یک شکل هندسی، دیگر نیازی  
اشههیای رده از  مربههوب بههه آن هههایویژگیکههه 

پژوهش حاضر به هههد    .را اثبات کنند  هندسی
 آمههوزانِدانشهای  و برداشههت  عملکههرد  توصیف

هههای اثبات  در حین درک و ساختِ  متوس ه اول
 تریانجام شده است تا شههناخت عمیهه   ،هندسی

یِ یههادگیری هاپیچیدگیفرایندهای تدریجی و    از
این پژوهش بههه   های هندسی به دست آید.اثبات

های شههیوه پدیههدارنگاری و بهها تصلیههل م ههاحبه
آموز متوس ه اول انجام دانش  53مصور از  فعالیت
تری از گههرارش حاضههر ت ههویر روشههن شههد.

در هههای آنههها را و چالشآمههوزان عملکههرد دانش
 .دهدیک اثبات هندسی ارائه می ساختحین 

 
تعمههیم و   هههای هندسههی،اثبات:  واژگان کلیدد: 

 ،دوره متوسههه ه اولسهههازی، صوریتجریهههد، 
 ی.دارنگاری پد
 

F. Ahmadpour 
Abstract: Geometry is for a long 

time regarded as one of the main 

area for learning proof; while 

students face many difficulties in 

learning geometric proofs. It even 

happens very often that students by 

drawing a geometric figure, no 

longer see the need to prove the 

properties of that class of geometric 

objects. This study has been done by 

the aim of describing middle school 

students' performance and 

perceptions during understanding 

and doing geometric proof for 

gaining a more detailed cognition of 

gradual processes and complexities 

in the learning geometric proof. The 

research has been conducted by 

phenomenography method and 

analyzing task-based interviews on 

53 middle school students. This 

report describes students’ 

performance and their challenges 

during constructing a geometric 

proof in more detail. 

Keywords: Geometric proofs, 

Generalisation and Abstraction, 

Formalisation, Middle School, 

Phenomenography. 
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 مق:مه 

ورزیدن، مصققان بسیاری را بر آن داشته تا بر اهمیت اثبات ریاضی  اثبات در  مصوریت 

، در هههای ابتههداییاز سههالاثبههات    دو پیشههنهاد کننهه   ای تاکید نماینههددر ریاضیات مدرسه

به گفته وی، یکههی از (.  200۷،  1اسِتایلینادز)گنجانده شود    آموزانتجربیات ریاضی دانش

گههذار ناگهههانی و پرشههتا  ، اثبههات مشکات مهمِ گههرارش شههده در ادبیههات پژوهشههی

 از ریاضیات دوره ابتدایی به متوس ه است. قبل از این نیر بال، هویلر، یانکه  آموزاندانش

شههای   عنوان »نارسههایی( به ایههن مشههکل پرداختههه و از آن بههه2002)  2هادر-موشوویتر  و

برنامههه مرکههر »تبرنامه درسی دوره ابتدائی« یاد نموده و دلیل آن را چنین توضیح دادنههد: 

درسی ریاضی دوره ابتدائی در بسیاری از کشورها بر مفاهیم حسا ، انجام مصاسبات و 

، به یکباره شوندوارد دوره متوس ه میآموزان  حالی که وقتی دانش  درها است،  الگوریتم

-90۷« )صهه .  هسههتند  نیازمند فهمیدن و نوشتن اثبات، به خ وص در مبصث هندسه

، آمههوزان بهها اثبههاتآشههنایی انههدک و سههری  دانش (،200۷اسِههتایلینادز ) عقیههدهبه    (.908

در مواجهههه بهها اثبههات  ،دبیرسههتانی انآمههوزدانشکههه است فراوانی توجیهی بر مشکات 

  .دارند

اثبههات و   هایفراینههد  درک   بهها،  آمههوزان دوره متوسهه هدانشاز    یاریبسهه   نیههر  رانیدر ا

ریصههانی، حمیههدی و   ؛1388باقری،  )  نددارمشکل    هندسی  هایاستدلال و ساخت اثبات

هیلههی و به ندرت به سهه ح اسههتنتاجی در سهه و  تفکههر هندسههی فن  (1391کاهدوز،  

جدیههدی   ۀتجربهمچنین  و    مسئلهبا توجه به این  (.  1399یافتیان و صفابخش،  رسند )می

نظههام در  جبههری ةهههای سههاداثبات  مواجهههه بهها  نیاولهه   در  پایه هفههتمدر    آموزاندانشکه  

 متوس ه اول حههین آموزانِدانشهای  عملکرد و برداشت   توصیف،  دارندرسمی    یآموزش

 
1Stylianides 
2 Ball, Hoyles, Jahnke and Movshovitz-Hadar  
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( 2019)فههدایی و   1ریید  ،مدپور. اححائر اهمیت است هندسی    هایاثبات  درک و ساختِ

مسیرهای متفاوت ادراک در فرایند خواندن اثبههات را در یههک مبصههث   در پژوهش خود،

هندسه از دیرباز بههه از آنجا که آموزان هفتم و هشتم شر  دادند. نظریه اعداد برای دانش

و با توجههه بههه تفههاوت اثبات م ر  بوده   برای یادگیریهای اصلی  جایگاهعنوان یکی از  

اشههیای فرصههت و چالشههی کههه تجسههم  و    های ریاضههیهای هندسی با دیگر اثباتاثبات

هههای سههاخت اثبات تمرکههر بههر ی بههاپژوهشهه ، آوردبه وجود می  آموزاندر دانش  هندسی

 مقالههه،. در ایههن  شههد  ، طراحههی و اجههراآمههوزان دوره متوسهه ه اولتوسط دانش  هندسی

به ت ههویر   د،داشتنانجام یک اثبات هندسی    هنگامآموزان  های متفاوتی که دانشبرداشت 

 د.نمایان شو  ،یک اثبات هندسی  در ساخت  آموزاندانشهای  چالش تااست  شدهکشیده  
 

 مرور پیشینه

 ؛گیری ساختار استنتاجی یک اثبات، دو فرایند تعمیم و تجرید دخیل هسههتنددر شکل

کههه  کندفراهم میصورتی برای آن ساختار مجرد و شخ ی،   ،سازیفرایند صوری  سپس

 این مفاهیمبر  مرور کوتاهی    حاضر  بخشدر    را با دیگران به اشتراک گذاشت.آن  توان  به

 .شودمیاساسی  

 ساختار و صورت اثبات -

کههل  و بایههد اثبههات اسههت  یاز ادراک تک تههک سهه رها  شیب  یریاثبات چ  کیدرک  

( 201۷) 3میازاکی، فوجیتا و جههونر (.1983، 2)لرون فهمیده شوداثبات    یساختار استنتاج

 کنند:ین گونه تعریف میرا ا  هایِ استنتاجیساختار اثبات

های منفرد و عمومی های استنتاجی است که گرارهای مرتبط از استدلالشبکه

موجههب درکِ ارزشِ   1دیدن یک اثبات به عنههوان یههک شههی کند.  را ترکیب می

 
1 Reid 

2 Leron 

3 Miyazaki, Fujita & Jones 
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شود، چگونگیِ تشکیل اثبات از این اجههرا  شان میاثبات و روابط مابیناجرای  

 (226دهد. )ص. و چرایی نیازِ یک اثبات به ساختارش را ]نیر[ نشان می

. ایههن دارند  یکسانیساختار    دقیقا زمانی که  ،هستند  ارزهم  یاثبات از لصاظ مفهومدو  

 ،کسههانی یاثبات با سههاختار ود  های متفاوت برایییبازنمادر حالی است که استفاده از  

 .  داشته باشند  یکاما متفاوت  صورتِشود  موجب می

نتواند آن را بههه   یول  ،ساختار آن را بفهمد  ،اثبات را بداند  کی  ةی ایدکس  است کن  مم

 یامکان هم وجود دارد که کسهه  نیا .ارائه دهد  مورد نظر  جامعه  یصورت قابل قبول برا

. سههاختار آن داشههته باشههد  درکههی از  بدون آنکه  ،کند  دیتول  قبولهای صوری قابل  اثبات

شههود، توجههه بههه دو درک مههیاثبات    کبرای شناسایی فرایندهایی که طی آنها ی  بنابراین

 (   ،اثبههات  کیهه   ییربنههایز  یالههف( درک سههاختار اسههتنتاج  اثبات ضروری است:  ۀجنب

درک   از هم مسههتقل  یتا حددر هنگام ادراک اثبات، این دو    به صورت اثبات.  یدسترس

ت انجههام شههده (. تصقیقهها2019شوند ولی بر هم تاثیر دارد )احمههدپور و همکههاران،  می

های ظاهری اثبات بسیار توجه دارند، به طوری که آموزان به ویژگیدهد دانشنشان می

؛ هیلههی و 1989معتبر سوم دهد )مارتین و هارل، های غیرد آنها را به قبول اثباتتوانمی

 .2 (2002؛ ناث، 2000هویلر،  

 از خاص به عام گذارتعمیم و تجری:    -

 ،مفهوم فهمِ یکآن مانند فرایند   افتنیاست و فرایند    دمجر  ایشی  ،اثبات  کی  ساختار

مربوب بههه تعمههیم و   اتیادب  ،جانیدر ا  نیبنابرا  گردد.انجام می  تجریدو    تعمیم   یاز طر

از   یاریو البتههه بسهه   تاثبههافرایند  دو جر  مهم در    ،دیو تجر  میتعم  .شودیم  انیتجرید ب

 
قادریم به   به عنوان یک شی  به این معناست که]در اینجا اثبات[ دیدن یک موجود ریاضی » 1

یک ساختار ایستا که جایی در مکان و زمان  -، مثل اینکه یک چیر واقعی باشد آن اشاره کنیم

وجود دارد. همچنین بدین معناست که قادریم با یک نگاه این ایده را تشخی  داده، با آن به  

 ( 1991رد، ا« )اسفکار کنیم، بدون آنکه به جرئیات بپردازیم. ،عنوان یک کل
2 Martin & Harel, 1989; Healy & Hoyles, 2000; Knuth, 2002 
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در   «دیهه تجر»و    «میتعمهه »اسههتفاده از اصهه احات    امهها.  هسههتند  یاضیر  گرید  یهاحوزه

 یرا برا «تعمیم» (1991) 1هارل و تال .ست ین کسانی یاضیمختلف آموزش ر یهاحوزه

و فراینههد استفاده کردنههد  «تر یوس اینهیدر زم لاستدلا کی یِریکارگ فرایند به»به   ماطا

از   یخ وصهه به  یهههایژگ یو  یشخ  بر رو  یوقت»  :کردند  حیتشر  گونهنیرا ا  «تجرید»

 ی ِشهه )  یمنشهها  اصههلاز    جههدایههها را  یژگ یو  نیتمرکر کرده و سپس ا  نیمع  ی ش  کی

بههه   در توصههیفِ »تجریههد«،  ریهه ن  (1989)  2(. میسن39  .ص)  «دهدیمد نظر قرار م  (هیاول

  :دگوییم  و  هدکراشاره   رده کی ةنندک فیتعر  یهایژگ یو  یِجداساز

 میتعمهه   حالههتِ  کیهه از    ،توجهدهد.  ی رخ میفیظر  توجهِ  رییتغ  ،دیهنگام تجر

 ،فیظر اریبس توجهِ رِییآن تغ در ... شودیمع و  م  یژگ یو  ای   یش  کیبه    افتهی

 (2  .ص) .شودمی ختهیدور ر سوس،مص  ریچ کیصورت و قالب  

 کیهه   یایاش  ۀهم  نیمشترک ب  یژگ یو  کی  یِبازشناس  یبرا  «میتعم»اص ا     اینجا،در  

کار بههردن به ،مورد بصث قرار خواهد گرفت   ،نیطور که بعد از اهمان  .رودیکار مبه  رده

هر   یتوان آن را روهاست که ب  یاهیرو  ییشناسا  یبه معنا  ،فرایند تعمیم در اثبات کردن

اسههت کههه ای   ایههدهسههاختِ  یبههه معنهها  ،دیهه تجر  نیهمچن  .انجام داد  رده  کیاز    یعضو 

 ةبههه ایههد  کههه  اسههت   یسههاختار  ساختِ  ،تجرید  ،در اثبات کردن  .باشدرده    کی  ۀمشخ 

مشههترک هههر دو   ۀجنبهه   .دهههدیم  (1991،  4ردا« )اسههف3ت یجسم»  یکل  هیرو  کی  ییِربنایز

ه یهه گههرفتن بق دهیهه ناد  جهههیو در نت  هههایژگ یاز و  یبر تعداد  دیتاک   ،فرایند تعمیم و تجرید

هر چند تعمیم و تجرید دو فرایند با ماهیت و کارکرد متفاوت   در این صورت.  آنهاست 

عملکههرد   ةشههود کههه در زمههان مشههاهدهستند، ولی وجود این جنبه مشترک موجب می

 آموزان تمایر این دو از یکدیگر مشکل باشد.دانش

 
1 Tall 

2 Mason 

3 Reification 

4 Sfard 
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 ساز انواع بازنمایی و صور  -

ههها، نمادههها، نام.  مختلف استفاده نمود  یهاییتوان از بازنمایاثبات م  کی  در صورتِ

 نیبنابرا گیری ساختار یک اثبات نقش دارد.در فرایند شکل  هانمودارها و دیگر بازنمایی

 شد. مرور خواهد  طتبمرپژوهشی   اتیادب

آمههوزان دوره دانش یاضهه یر یدرسهه برنامهطههی در  ،یهههای نمههاداسههتفاده از بازنمایی

به صورت   یاضیر  یهادهیا  یشود. وقتتر میت یاهمو پر  ترمتوس ه اول به مرور پررنگ

 «نههدگردیم  لیدعهه سههازگار و ت  یکیمکههان  یفراینههدها  »بههرای  شوند،یم  ییبازنما  ی،نماد

کههه بههه   دشو یامکان فراهم م  نیا  گریبه عبارت د  (.136ص.    ،1981،  1)دیویس و هرش

 نیاز همهه   ر،قههدرت جبهه   نیشههتری. بشودآنها کار    ةدهندنشان  یبا نمادها  ،مجردات  یجا

های ابتههدایی و در سههال  اههه نیاز ا  تههرخیلی پیشسازی  است. البته صوری  سازیصوری

نمههاد ، روی  مجردو    راعیانت  «پنجِ»  یبه جا  ی کههمان زمان  ؛شودکار گرفته میبه  مدرسه

 )کههه یههک یشخ هه یههک شههی ِ ، بههه زیساصوری  عاوه. بهردیگ یانجام م  اتیعمل  «،5»

به اشتراک   گرانیبا دآن را  توان  که می  ددهیم  صورتی  جرد در ذهن فرد است(مفهوم م

 گذاشت.

 ؛198۷،  3لههش، پسههت و بیههر  یبر اساس کارههها  ،2004)  2نت که کلم  ییبازنما  پنجدر  

مجههرد و  میاغلههب بههه مفههاه ینوشههتار ینمادههها ،کرده اسههت  ریت و  (دینیرا بب 1شکل  

 مو فههه   ینهه یهههای عبهها مثال  ریو ت ههاو  4هاورزدست   ،هات یمربوب است و موقع  یانتراع

 
1 Davis & Hersh 

2 Clement 
3 Lesh, Post & Behr 

4 Manipulatives 

جو، به دست آوردن یا بررسی  وآموزان به منظور جست ورزها م نوعاتی هستند که دانشدست

گیرند کار میهای حل مسئله بر اساس شواهد ادراکی به مفاهیم ریاضی و انجام فعالیت 

([  Dienes blocksهای دیینر )ها ]بلوک (. چرتکه و چینه2014)بارتولینی و مارتینیونه، 

 ورزهای معرو  هستند.  هایی از دست مثال
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 قالههب امکان وجود دارد که افراد مفاهیم مجرد خههود را در   نیا  البته  ارتباب دارد.  یتجرب

اذعههان   ( نیههر1991رد )اهای مرتبط نیر نشان دهند. اسههفورزها و موقعیت ت اویر، دست 

اگرچه ویژگی ساختاری بیشتر در نگاه فرد است تا در خود نمادها، اما بههه نظههر کند »می

« )ص. ها نسبت به سایرین، برای تعبیر ساختاری مسههتعدترندرسد بعضی از بازنماییمی

5.) 

 
 ( 2004نت )کلم توسط  ش: ری تصو ییِبازنما پنج   1 شکل

 چارچوب نظر 

هههای تاثیرگههذاری انجههام شههده اسههت: ، پژوهشدرک و فهههم اثبههاتبههرای تصلیههل 

-اییمج  یبندطبقه(،  1998)  ردو ل و سهاراز    «1اثبات  یهاطرحواره»مانند    ییهایبندطبقه

. ایههن درک و فهههم اثبههات  یهههایابیدر ارز  (2012)  2راموس، فولر، وبر، رودز و سمکف

و تمههایر میههان انههوا    بنههدیاز اثبات بیشتر به طبقهآموزان  دانشادراک  م العات درمورد  

دهههد کههه ( مههدلی ارائههه می2019احمدپور و همکههاران )م العه  شود.  ادراک مصدود می

مختلف در   یرهایمسبه    ،اثبات  ساخت در فرایند خواندن و    عاوه بر ارائه مراحل ادراک 

و   دپردازیم  و نصوه رشد ادراک و ماهیت گذار بین س و  اثبات نیر  فرایند ادراک اثبات

 
1 Proof Schemes 

2 Mejia-Ramos, Fuller, Weber, Rhoads & Samkoff 

نمادهای 
 نوشتاری 

زبان 
 گفتاری

های موقعیت 
 مربوط 

ورزهادست   

 تصاویر
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 آن  تههری بههرای توصههیفو زبههان غنی  فراینههد  نیاز ا  یترروشن  رینسبت به گذشته ت و 

هههای مختلههف ای مههرتبط از سهه و  و حالت (، شههبکه2  این مدل )شههکل  کند.یفراهم م

بندی انههوا  ادراک پههیش رفتههه و ادراک اثبات است و از این جهت که فراتر از فهرسههت 

کشد، تا حدی شههبیه بههه مههدل رشد فهم و درک را در یک فرایند یادگیری به ت ویر می

 کند.( عمل می1988)  2رگِرُنو هرشوویچ و بِ  (1989) 1رنیِیو ک  یرییِپ

 
)احمدپور و همکاران،   آموزان در فراین: خوان:ن و انجام اثباتم:ل درک دانش   2 شکل

2019 ) 

 مسیر ساختار -

و فهههم  ک فراینههد دررسههد.  می  «شده  یبندصورت  یک »اثباتانتهای مسیر ساختار به  

ایههن  شههد.اب شامل چهار مرحلههه تواندی است که میریمس  ،شده  یبنداثبات صورت  یک

  یهه از طر  .شههوندیبه هههم مههرتبط م  یو جرئ  مشخ   سه فرایند  لهیبه وس  چهار مرحله

 ی«کلهه  هیهه رو» یههک یههدِتجر  .رسههدیم  ی«کل  هیرو»  کیبه    «انگارانهآزمایش ساده»  ،میتعم

 
1 Pirie & Kieren 

2 Herscovics & Bergeron 
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 «،درساختار مجهه »  سازیِصوری  ،ت یدر نها  .شودمی  «ساختار مجرد»  کیمنجر به داشتن  

 (.دینیرا بب 2)شکل  کند فراهم می «شده  یبنداثبات صورت» کی

 نِدآزمههو   بههرای  و خههاصهههای مشههخ   مثال  یشامل بررسهه   «انگارانهآزمایش ساده»

ههها و یژگ یو   یو تشههخ  آننسههبت بههه    یآوردن فهههم بهتههردسههت به  ،ادعا  کی  یتجرب

 های مثالهایژگ یاز و  یبرخ  روی  دیو تاک   هیکت  با  .هاست مثال  نیمشترک ب  یهامشخ ه

تمههام  یکههه بههه ازا شههودیم  ییشناسا  هیرو  کی  ها،ویژگی  هیکنار گذاشتن بق  ۀجیو در نت

. شههودمی  دهیهه نام  ی«کلهه   ، »رویههههیرو  . اینبرقرار است    ایبررگتر از اش  رده  کی  یاعضا

فههراهم   ثبههاتا  یرا برا  یکه ساختار  شودیداده م   یتشخ  هیرو  ییِ آنربنایز  ةدیا  سپس

 انیهه ب  بندی شده«تاثبات صور»  کیعنوان  به  شده و    یصور  ،ساختار  ت یدر نها  .کندمی

 .شودمی

 مسیر صورت -

از   آمههوزان بههه مسههائل ریاضههی،های نوشههتاری دانشبسیار دیده شده است که پاسخ

 متفههاوت  آمههوزانداری آنههها بههرای دانشاما معنهها  ند،ستشبیه ه  گریدیک  ی بهلصاظ نصو 

صههورت  فقط بر ،عبارات و نمادها ،از اص احات  دیبا تقل  آموزاناز دانش  برخی  .است 

و برایشههان معنههادار   اسههت   یتوخههالآنههها    ینوشههتار  یهاپاسخدرنتیجه    ،کنندیتمرکر م

اثبههات »بههه  شرو  و با افرایش مهارت تکنیکی    «صوری  دیتقل»از    صورت  ری. مسنیست 

 .ماحظه کنید(را  2شکل  ) درسیم ی«فرمول

 مسیر رویه -

گیرد ولههی بههدون شود، تعمیم صورت میاین مسیر فرعی مانند مسیر ساختار آغاز می

را  2شههکل کنههد )ای کههه در دسههت دارد، صههوری میاینکه تجرید رخ دهد، فههرد رویههه

 شههود.سازی زودهنگام، درک م لو  حاصل نمههیبینید(. در این حالت به دلیل صوریب

به درک و فهم   ینبه صورت نماد  هیرو  ۀای است. ترجماثبات رویه  ،فرایند  نیمص ول ا

 تر ارائهههزبههان مخت ههر  کیهه شههان را در  یهادهیبخشد. بلکه آنها اینم  عم   آموزاندانش

انجههام   یبههرا  یکلهه   ۀویهه ر  کیهه هنوز هههم    ،پنهان شده در آن  ۀیکه رو  یدر حال  .دهندمی
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هنههوز  ییاههه چنههین اثبات (9881) 1شههفبالا راست. از نظهه   ریاضیاشیای    یرو  اتیعمل

هستند که بهها اسههتفاده از عمههل   ییآنها  یاتیهای عملاثبات»  .3یمفهومهستند تا    2یاتیعمل

 ریهستند که درگ   ییآنها  یهای مفهوماثبات  ،د و در مقابلنشو انجام می  یا نمایش  یواقع

ال سههو آنها در  نیها و روابط بویژگی  یبندبلکه بر اساس صورت  ،شودنمی  یانجام عمل

 .(21۷ص.  ،1998)بالاشف،   «شوندیم  ساخته

 م:ل  بودن غیرخطی -

نشههان   یرا از لصههاظ نظههر  رهایاند، مسهه شده  دهیکش  (2)شکل    مدل  درکه    ییهاناکیپ

 رییهه تغ  نیمختلف مدل حرکت کنند. در ح  یرهایتوانند در مسآموزان می. دانشدهندیم

 گههرید ریبههه مسهه  یریاز مسهه  یگردنههد و گههاهاز میبه مراحل عقههب بهه   یدرک، آنها گاه

 دهیههک پدیهه   [ دنیهه ]فهم  اسههت.  یخ هه   ریس و  مختلف اما غ  یدارا  دنیفهم»  .روندیم

حرکههت   یس و  خبرگ   نیکه تفکر در ب  افتدیاتفام م  یاست و بازگشت زمان  یبازگشت

 ریبههه مسهه   ریمسهه   نیهه عاوه امکان دارد از ابه.  (8ص.  ،  1989،  رنیِیک و    یرییِپ)  «کندیم

 ،هم بر اساس صورت و هم بر اسههاس سههاختار  دنیفهم  نیرفته و برگردد، بنابرا  یگرید

 :بیان داشت (  1991رد )ااسف در همین راستا،  .ردیگ یشکل م

ایههن -آمههوز رسههد در فراینههد یههادگیری، گههاهی درک و فهههم دانشبه نظر می

سههاختارهای مجههرد   «دیههدن»احساس مهارت و تسل ی که بههه همههراه توانههایی  

گیرد. این بدین معنا است که ناگریر در پشت زبردستی تکنیکی قرار می  -آیدمی

در برخی از موارد، فراگیر باید ]سختی[ انجام مقدار مشخ ی تمرین مکههانیکی 

را تصمل کند که همراه با شک به معنهها و احسههاس ناکههافی بههودن فهههم )صههرفا  

تواند از این سرنوشت فههرار کنههد و ای نمیابراری( است. حتی ریاضیدان حرفه

 
1 Balacheff 

2 Pragmatic 
3 Conceptual 
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های ظههاهرا  سههاده شههکایت اغلب در مورد لروم تاش سخت، برای معنای ایده

 (32)ص.   کند.می

 

 شناسیروش

آموزان متوس ه اول در ادراک این پژوهش به هد  توصیف و تصلیل تجربیات دانش

. ایههن و ساخت یک اثبات هندسی طراحی و بنابراین به شیوه پدیههدارنگاری انجههام شههد

منههد پژوهش کیفی است و »اشکال مختلف تفکر را مشههخ  و نظامهای  روش از سنت 

توان برای تصقی  درمورد تفکر (. پدیدارنگاری را می180، ص.  1981،  1کند« )مارتونمی

، از جملههه تغییراتههی کههه در نتیجههه ، تغییرات در رشد تفکرشان(های آنها)برداشت   افراد

ن ههر و  ترجمههه، 1996، ، بورگ و گههال)گال دهد، مورد استفاده قرار دادآموزش رخ می

عنوان های ادراک بهههدر ایههن روش پژوهشههی »ت ههورات و شههیوه .(1389همکههاران، 

کنندگان در پژوهش[ نسبت به شوند. بلکه ت ورات ]شرکت های فردی دیده نمیویژگی

شوند تا برای تسهههیل درک مههوارد های توصیفی در نظر گرفته میواقعیت به عنوان طبقه

  (.1۷۷، ص. 1981مشخ  از عملکرد انسانی مورد استفاده قرار گیرند.« )مارتون، 

 دوره متوسهه ه اول )دختههر و پسههر(  آمههوزدانش  53  شامل  کنندگان این تصقی ،شرکت 

کننههدگان در انتخا  شرکت   لذا،  بود  هاهد  اح ای تفاوت در برداشت   از آنجا که  .بود

 ترجمههه،  1998حداکثر استفاده شد )بههه اسههتناد فیلیههک،  تفاوت    از قاعدهعاوه بر اینکه  

پههس از آن اطاعههات جدیههدی بههه گیری تا رسیدن به موردی کههه ، نمونه(1388،  جلیلی

ن ههر و همکههاران،  ترجمههه، 1996و همکههاران،  دست نیامد، ادامه یافت )به استناد گههال

1389).  

 .بههودآمههوزان  سههاختاری بهها دانههشهای نیمهههابرار گردآوری اطاعات، شامل م احبه

 : انجام شدها حول مسئله هندسی زیر م احبه

 
1 Marton 
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به وسط ضل  مقابل وصل کنیههد، رأس در هر مثلث، اگر پاره خ ی را از یک 

توانید درسههتی آن را نشههان مساحت در دو مثلث به دست آمده برابر است. می

 دهید؟

آمههوزان متوسهه ه اول های دانشمسئله خارج از کتا  درسی ولی متناسب بهها دانسههته

 نبود.  سرراست ساده و  در پژوهشی    کنندگانشرکت   یبراهرچند که   ،است 

کننده م ههر  شههده توسههط م ههاحبه  وزان به صورت انفرادی بههه حههل مسههئلهآمدانش

هر زمانی که از در  آموز متغیر بود.  هر دانش  ۀها بنا به خواستزمان حل فعالیت ند.  ختپردا

. نههداددخههود را شههر  می هههایپاسههخدلایههل و  شههدند، روش حههلکههار متوقههف می

از پیش تعیین شده، بنابر شرایط خاصِ   1کننده عاوه بر پرسیدن سوالات مصرکِم احبه

 .درک هر م احبه، سوالاتی را م ر  می

از جرئیههات رفتههار  هههای میههدانییادداشههت  رونههد م ههاحبه ضههبط صههوتی شههده و

های انجههام شههده بیشههتر . هر چههه تعههداد م ههاحبهدیکنندگان در تصقی  تهیه گردشرکت 

آمههوزان بیشههتر دریههافتی از دانش  یهههاهای تکراری در میههان جوا شد، تعداد پاسخمی

های از آنجهها کههه یافتههه های پایانی، پاسخ جدیدی دیده نشد.شد، تا نهایتا در م احبهمی

کنندگان پایانی، موارد قبلی را تکرار نمود، به اسههتناد گههال و حاصل از م احبه با شرکت 

های قبلههی را ( این اتفام، اعتبههار یافتههه1389ن ر و همکاران،    ، ترجمه1996همکاران )

 . دادافرایش  

شدند. در ادامه،   سازیهای ضبط شده، ابتدا با تمام جرئیات پیادهبرای تصلیل م احبه

های مکتههو ، تلفیهه   ههویر پاسههخآمههوزان بهها تهای مکتو  دانشها با پاسخسازیپیاده

ند؛ نتایج تصلیههل شههده در فتریه و تصلیل قرار گرجمورد ت  حاصل،های  سپس دادهشدند.  

کیفههی و بههر اسههاس رویه کدگذاری    طب . این شیوه  ندفتهای توصیفی قرار گربندیطبقه

و عملکههرد تجههار  ها، برداشههت  تهها ( انجههام شههد2019مههدل احمههدپور و همکههاران )

 .توصیف و تصلیل شوندساخت اثبات  درک و  حین آموزان در دانش

 
1 Trigger 
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، 1998فیلیههک،  ها به روش تصلیل مصتوا )فرایند تصلیل، تکراری و چند باره بود؛ داده

ها بههر اسههاس تکنیههک تلخههی  ( خاصه و ساختاربندی شد. داده1388،  جلیلی  ترجمه

تصقی  نداشتند  هد هایی که ارتباب چندانی به تصلیل مصتوا، بازگویی شد؛ سپس گراره

شههدند. بههه ایههن ترتیههب ههها داشههتند، کنههار گذاشههته مییا معنای مشابهی با سایر عبارت

بندی و خاصه شدند. در مرحله بعد، بر اساس چارچو  نظری های مربوب، دستهگراره

های حاصل دوباره واکاوی، با دقت بیشتری توصههیف و نهایتهها سههاختاربندی بصث، داده

های مستعار استفاده شد تا مصرمیت کنندگان، از اسمهمچنین در ارجا  به شرکت شدند.  

 آنان، حفظ شود.

 

 نتایج

کنندگان در عملکرد و نصوه تفکههر شههرکت   1گانهمسیرهای سه  ، توصیفدر این بخش

هههای حاصههل از م ههاحبه و ادبیههات بر اساس دادهشود.  میارائه    ،هاو مراحل آن  تصقی 

 شود.پژوهشی مربوب، هر مرحله در یک موقعیت هندسی توصیف و با مثالی تشریح می

 مسیر ساختار

 2انگارانهسادهآزمایش  -

هندسههی اشههیای های آمههوزی بهها مههدلهای هندسی، وقتی دانشدر حین انجام فعالیت 

کند، و روابط بین اشکال و خ وصیات آنها را مشاهده و بررسی می  کندورزی میدست 

توان باور کرد« یا »حدس زدن همههان ت ههدی  کههردن ممکن است فکر کند »با دیدن می

، در این صورت حاصل تاش او ناکافی «شودمیاثبات  ادعا  با ترسیم شکل،  و یا »  است«

سههنجش اعتبههار   یبههرا  ی هستندمبتد  یهاکنحلمسئلهانی که  آموزدانشو نامعتبر است.  

 ، هگههرار  کیهه   یدرسههت  دی ِت هه   یرا برا  و این روش  کرده  یبررس  راال  مث  چند  ،ادعا  کی

 
  مسیرهای ساختار، صورت و رویه )طبق مدل احمدپور و همکاران، 2019(1

2 Naïve Experience 
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 ییگراتجربههه»  (1988)بالاشف  . در این حالت فرد، به تعبیر  دندانیم  یکننده و کافمتقاعد

اثبههات  یبههرا ی(ناکاف میدانیطور که مو همان) ییابتدا اریبس « دارد؛ »ابراری1انگارانهساده

 (.218 .ص) «فرایند تعمیم است   هایصورت نیاز اول  یکی و

آموز پایه هفتم در پاسخ به سوال تصقی ، با رسم شکلی نادقی  و اکتفهها بههه دانشعلی  

 را ببینید(.   3حس ب ری، درستی گراره م ر  شده در سوال را باور کرد )شکل  

 
 آموز پایه هفتمدانش   پاسخ علی 3شکل 

های آموز پایه هفتم در پاسخ به سوال تصقی ، با رسم شکل در حالت دانشمهرداد نیر  

الاضا  و اکتفا به حس ب ههری، درسههتی گههراره الساقین و متساویخاص مثلث متساوی

 را ببینید(.   4)شکل   نمودم ر  شده در سوال را بررسی  

 
 آموز پایه هفتم  پاسخ مهرداد دانش 4شکل 

خ ی از رأسش به وسط ضل  مقههابلش رسههم کنههیم، در هر مثلث اگر پاره مهرداد
شه. من دو تا مساحت در دو طر  مساوی است. اگر شکل بکشیم معلوم می

 
1 Naïve Empiricism 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 c

4i
20

16
.k

hu
.a

c.
ir

 o
n 

20
25

-1
2-

10
 ]

 

                            14 / 39

https://c4i2016.khu.ac.ir/cstp/article-1-3425-fa.html


 
 ... ی هن:س  هاآموزان در ساخت اثباتدانش  هاچالش    احم:پور فاطمه نویسن:  اول  

 295 

الساقینه، کشیدم دو تاش ن ههف شههده. متساوی؛ این  1[4شکل کشیدم ]شکل  
  الاضاعه، کشیدم اینم بازم دو تاش ن ف شده. اینم متوازی

 چی ن ف شده؟  کنندهم احبه
 مساحتش.  مهرداد
 از کجا متوجه شدی مساحتش ن ف شده؟  کنندهم احبه
از رو شکلش. شکلش که کشیدم، رسم کردم. قبا هم اینههو امتصههان کههرده  مهرداد

 بودم. 
دونی مساحت این دو در مثلث متساوی الاضاعی که کشیدی، از کجا می کنندهم احبه

]مثلث[ با هم برابههره ]بهها اشههاره بههه دو مثلههث بههه دسههت آمههده در مثلههث  تا
 [؟4الاضا  شکل متساوی

 شه.خب اگه شکل دقیقش رو بکشیم، معلوم می مهرداد

ترین (، علههی و مهههرداد در پههایین1999)  2هیلههیدر مقایسه با س و  تفکر هندسی فن

شود و اجسام فقط بهها ظههاهر هستند که با تفکر غیرکامی شرو  می  «تجسم»س ح یعنی  

آمههوزی کههه در ادامههه از آن صههصبت این در حالی است که دانششوند.  آنها قضاوت می

برخههی از   ؛« اسههت غیرصههوری»« به تفکر  توصیفی»شود، در حال گذار از س ح تفکر  می

شناسههایی   را  داند و تا حههدی روابههط بههین آنهههامیالاضا  را  های مثلث متساویویژگی

  کند.می

کند، در اسههتدلال خههود نسههبت بههه آموز پایه هشتم، به رسم شکل اکتفا نمیدانشالهه  

الاضهها ، بهها اثبههات دارد. وی در حالههت مثلههث متساویمهرداد یک قههدم بههررگ برمههی

 را ببینید(.   5ها را نتیجه گرفت )شکل  آمده، برابری مساحت نهشتی دو مثلث به دست هم

 
 ها، توضیصات لازم و رخدادهای غیرکامی در کروشه آورده شدند. سازی م احبههنگام پیاده  1

2 van Hiele 
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 تمآموز پایه هش  پاسخ الهه دانش 5شکل 

من گفتم اگه از یک رأس مثلث به ضل  روبروی آن وصل  الهه
شود. این دو مثلث یک ضل  مشترک کنیم، دو مثلث ایجاد می

کند، خودش دارند. خ ی که رأس را به ضل  مقابل وصل می
الساقین باشه کههه یک ضل  مشترک بوده. اگه مثلثمون متساوی

همه ساقاش برابرند، پس این دو تا ساقش هم با هم برابرنههد، 
 یعنی ضل  پایین.

 گذاری روشون؟ شه؟ دست میها میکدوم ضل  کنندهم احبه
گوید:[ یعنی اینا در ]با اشاره به هر سه ضل  مثلث اولیه می الهه

الساقین هر سه با هم برابرند ]منظههورش مثلههث مثلث متساوی
 الاضا  است[.  متساوی

 هر سه تا ضل  با هم برابرند؟  کنندهم احبه
 بله.  الهه

 خب. کنندهم احبه
]با اشاره بههه ضههل  پههایین[ اگههر ایههن را هههم ن ههف کنههیم.  الهه

شوند. تقریبا نقههش نمیسههاز های پایین هم با هم برابر میضل 
داره ]منظورش میانه است[. دیگه همههین، گفههتم دو تهها مثلههث 

 تونند با هم برابر باشند.شه، بنابراین میایجاد می
 وقتی دو مثلث برابر باشند، مساحتشون هم با هم برابرند؟  کنندهم احبه

 بله. اندازه اضا  با هم برابره. الهه
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گیههرد ولههی کار نمیالساقین، سام و نیمساز را به درستی بههر چند الهه لغات متساوی

کنههد. اگههر از نهشتی دو مثلث به حالت سه ضل  را به سختی بیههان میمنظور خود، از هم

اشکالات وی در نامیدن اشکال هندسی صر  نظر شههود، وی نسههبت بههه مهههرداد، یههک 

اشههکال ایههن ههها ارائههه داده اسههت. البتههه  ای خههاص از مثلث استدلال استنتاجی برای رده

الاضا  استفاده شههده های متساویهای خاص رده مثلث از ویژگی استراتژی آن است که

 بیشههتر  ،های مبتدی، از جملهههکنحلها نیست. مسئلهو بنابراین قابل تعمیم به همه مثلث 

 ها افتادند. های رده خاصی از مثلث کنندگان این پژوهش در دام ویژگیشرکت 

هههای ایجههاد نهشههتی مثلث وجه دیگر ساختار پاسخ الهه توسل به یک حلقه میانی )هم

هاسههت؛ درصههورتی کههه تعههداد ث شده( در زنجیره استدلالی، برای رسیدن به برابری مثل

آموز پایه هفتم، از ابتدا مستقیم دانشکنندگان از جمله شاهرخ  انگشت شماری از شرکت 

سراغ مساحت رفتند. وی با در نظر گرفتن یک مثلث با انههدازه قاعههده و ارتفهها  معلههوم، 

را   6اقدام به مصاسبه مساحت مثلث اولیه و دو مثلث حاصل از رسم میانه کههرد )شههکل  

 ببینید(.  
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 )قسمت اول(  1آموز پایه هفتم پاسخ شاهرخ دانش   6شکل 

در م احبه اذعان کرد که مثلث رسم شده دو سام برابر دارد. او بدون اینکههه شاهرخ  

الساقین حرفی به میههان آورد، ارتفهها  های متساویدرمورد برابریِ میانه و ارتفا  در مثلث 

را همان میانه در نظر گرفت. تکیه شاهرخ به دریافت ب ری و باور اینکه با یافتن مثههالی 

شود، نشان از نههاپختگی پاسههخ او که در گراره مورد سوال صدم کند، گراره ت دی  می

دارد؛ هرچند که در بخش بعدی خواهیم دید اقدام به مصاسبه مساحت در یک مثال عام، 

 آورد.   های خاص مثالش بیرون میشاهرخ را از دام ویژگی

 2یکل هیرو -

 مهیهها  یخههوب  اریبسهه   لیهه تصل  ،4حرکتههیهههای  در بصث خود از اثبات  (1984)  3یمدنس

کههه   کنههدمی  نماید. وی اذعههانروشن    یرا به خوب  ی«کل  هیورَ»  یتواند معناد که میکنمی

، ا یبهها اشهه  یورز)دسههت ی فیریکی، عینی مشخ  هاحرکت »با انجام   حرکتیاثبات    کی

 مههوردِ  کیهه   یرو  ییادعهها  دییتا  یامثال بر  کی  ی( رورهیو غجسم  شکل و حرکت    رسم

 میتعم  گریهای دو روش استدلال به مثال  هیروسپس    .(32  .ص)  «شرو  شود  ،داده شده

ههها انوا  حرکت   ست،ین  یکیریف  یبه حرکتها  یازین  گریکه د  رسدیم  یزمان  .شودیداده م

هههای مثال  ی]آنههها[ چگونههه بههرا  بداند»که شخ     ید. تا زماننشو یدر ذهن فرد دنبال م

حالههت همههان   نیهه ا.  افتههدیاتفههام م  نیهه هر بار ا(،  32  .ص)  «دنشو یانجام م  گریمتعدد د

 نههدِفرای نیهه ا که یزمان .است  (1991)د رااسفمدل و  (19۷0) اژهیپ یهنظر در  یسازیوندر

 
های متن ممکن است درستی پاسخ را تصت تاثیر قرار دهد،  از آنجا که نصوه خواندن نوشته  1

خطِ وسط، باید تاکید کرد شاهرخ اولین جمله خود را در م احبه به این شکل خواند: »پاره 

 کند.« مساوی تقسیم می مثلث را به دو نیمه 

2 General Procedure 

3 Sémadéni 

4 Action Proof 
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از  یهر عضو  روی  آن را  تواندیدارد که م  ی«کل  هیروشخ  یک »  ،شودکامل می  تعمیم

 . ردیکار گ به  رده کی

ها. ادامه را به یاد آورید، اقدام به مصاسبه مستقیم مساحت   ایده شاهرخ در قسمت قبل

 کننده منجر به یافتن یک مثال عام شد.داستان شاهرخ در مکالمه او با م احبه

الساقین در نظر گرفتههی، اگههر نخههواهیم پس شما یک مثلث متساوی کنندهم احبه
 هاش با هم برابر باشه چ ور؟سام

 ]چند ثانیه سکوت[ شاهرخ

 خوای من یکیش رو برات برای مثال بکشم؟ می کنندهم احبه
 اش کمتره.یکی از ضلعاش اندازه شاهرخ
خوام این یک ضلعش باشههه ]و خوام بکنم. مثا میهمین کار رو می کنندهم احبه

 کند[؛می ۷شرو  به ترسیم مثلث سمت چپ در شکل 
 باید یکم کمتر بگیرید.  شاهرخ
کنم. این یه گیرم، این دو تا را به هم وصل میاین رو یکم بیشتر می کنندهم احبه

 هاش با هم برابرمثلثه که هیچ کدوم از ضل 
 نیست. شاهرخ
 برابر نیست. حالا بیا از یک رأسش به وسط ضل  مقابلش وصل کن.  کنندهم احبه
 ]در حال رسم میانه[ شاهرخ

سعی کن وسط بکشی. ]بعد از چند ثانیه[، خیلی خب حالا ببههین از  کنندهم احبه
این رأس به وسط ضل  مقابل رسم کردی. الان دو تا مثلث بههه دسههت 

 هاش با هم برابر هستند؟   آوردی، آیا این دو مثلث هم مساحت

 نه. شاهرخ

 چرا برابر نیست؟ کنندهم احبه

شههون هاشههون، یکیزنههد[. اندازهحههر  میبریده و نههامفهوم  چون، ] شاهرخ

توانههد کلمههات درسههتی را فراخههوان کنههد ولههی از مساوی نیستند ]نمی
کند منظور او را متوجه کننده فکر میای که به شکل دارد م احبهاشاره

 دهد[. شده است و ادامه می
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 این دو تا ]مثلث[ با هم برابر نیستند، شبیه هم نیستند. کنندهم احبه

 بله. شاهرخ

 
 )قسمت دوم( آموز پایه هفتم  پاسخ شاهرخ دانش 7شکل 

کند موقعیتی فراهم کنههد کههه شههاهرخ درمههورد کننده تاش میم احبه  بالامکالمه    در

ها حر  برنههد: »مسههاحت دو مثلههث در فرض خود در مورد برابری مساحت مثلث پیش

ماننههد شههاهرخ بسههیارند  .نهشههت )برابههر( باشههند«صورتی برابر است که آن دو مثلث هم

داننههد، نهشتی را شرب لازمِ برابری مسههاحت میافرادی که به جهت استنباب دیداری، هم

کننده بههه دنبههال ، م ههاحبهدر ادامه مکالمهههدر حالی که شرب کافی است. به این ترتیب  

فرض غلههط خههود شههود، ساخت مثال عامی است که شاهرخ عاوه بر اینکه متوجه پیش

 درستی گراره مورد سوال را هم برای هر مثلثی درک نماید.

خوای پیدا کنی، قاعده رو خودت بهم گفتی مساحت مثلث رو که می کنندهم احبه
 کنی. کنی، بعد تقسیم بر دو میضر  در ارتفا  می

 بله. شاهرخ
اشکالی داره، من ]اجرای[ مثلث را نامگذاری کنم؟ ]با تایید شههاهرخ[  کنندهم احبه

A ،B ،Cگذارم ، اسم اینجا رو هم میD  .BD  باDC چیه؟  
 برابره. شاهرخ
هاشون یکیه. خب، حالا که ]اندازه[ قاعده یکی هست، وقتی که اندازه کنندهم احبه
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خوایم مساحت رو به دسههت بیههاریم، دیگههه بایههد چههی رو داشههته می
 باشیم؟ 

 ارتفا . شاهرخ
[ رو بههرای ABDارتفا . شما ارتفا  در این مثلث ]با اشاره به مثلههث   کنندهم احبه

[ رو BDمن به دست بیار. نه، نه، ارتفا  وارد بر این قاعده ]با اشاره به
پیدا کن. ]بعد از رسم ارتفا  توسط شاهرخ[،  آفرین. یعنی اینجا چههه 

 ایه؟زاویه
 .90 شاهرخ
خوام ارتفا  این مثلث ]با اشاره بههه مثلههث درجه. حالا می  90آفرین،   کنندهم احبه

ADC]  دونی باید چ ور رسم بشه؟ ارتفا  وارد بههر رو رسم کنی. می
 رو رسم کن. [DC]با اشاره به این قاعده 

 این قاعده؟ شاهرخ
خواسههتی ارتفهها  بله. ]با توجه به حرکت دست شاهرخ[ شما اول می کنندهم احبه

 رو رسم کنی، درسته؟ ACوارد بر 
 بله. شاهرخ
رود و بههه جههایی ای که شاهرخ با مثلث کلنجار می]بعد از چند لصظه کنندهم احبه

رسد.[ بذار مثلث رو برات اینجا دوباره رسم کنم. ]شرو  به رسم نمی
خوایم ارتفا  وارد بر . میA  ،D ، Cکند.[ این مثلث سمت راستی می

DC  .رو رسم کنیم 
 پردازد.[]به رسم ارتفا  خارجی مثلث می شاهرخ
 کنی؟رو چی کار می [DC! دقیقا. یعنی این ]اشاره به  1آفرین کنندهم احبه

 
کنندگان در رسم ارتفا  خارجی با مشکل مواجه بودنههد. مسههئله اصههلی بههر سههر غالب شرکت  1

آمههوزان شههد، دانشها دیههده میاشکال در درک مفهوم ارتفا  است. آنچه در جای جای م احبه

بسیاری درک مفهومی از تعاریف میانه، ارتفا  و نیمساز ندارند و گههاهی بههه علههت گههذر زمههان 

. بههه ایههن دلیههل اسههت کههه رسههم ارتفهها  خههارجیماننههد    ،اندفراموش کرده  نیرالگوریتم رسم را  

 کننده از پاسخ درست شاهرخ متعجب و خوشصال شد.م احبه
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 دم.اش میادامه شاهرخ
اگر بخوای این ارتفا  را در شکل قبلی بکشههی، آن را کجهها   پس حالا کنندهم احبه

 کشی؟می
 روی همون ارتفا  قبلی. شاهرخ
 هاشون یکی شد؟یعنی ارتفا  کنندهم احبه
 بله. شاهرخ
 هاشون چی بود؟شون یکی شد. قاعدهحالا ارتفا  کنندهم احبه
 . DCشون بود، یکی BDهاشون یکیشون قاعده شاهرخ

 هاشون چی بودن با هم؟اون وقت اندازه کنندهم احبه
 برابر. شاهرخ
 شه؟شه، یا برابر نمیها برابر میاون وقت مساحت کنندهم احبه
 بله. شاهرخ
 شه؟می کنندهم احبه
 تونم بهش عدد بدم؟]با اندکی مکث[ می شاهرخ
 شه.بله، می کنندهم احبه
کند.[ بله، مسههاوی می  ۷]شرو  به دادن عدد و انجام مصاسبات شکل   شاهرخ

 شه.می
ها تونست با هههم برابههر بشههه، درحههالی کههه بسیار خب. پس مساحت کنندهم احبه

 ها مثل هم نبود.شکل مثلت
 بله. شاهرخ
 ها برابر شد؟چ ور شد که مساحت کنندهم احبه
 ها برابر شد.ها برابر بود، مساحتها و ارتفا چون قاعده شاهرخ

توانههد آن را می  کههه  ای برای شههاهرخ شههدگیری رویهوگو منجر به شکلحاصل گفت 

های حاصل از رسم میانه را ببیند. بنابراین تفکههر روی هر مثالی پیاده کند و برابری مثلث 

پاسههخ شههاهرخ درمههورد برابههری   ،او به س ح رویه کلی رسیده است. در انتهای م احبه

دهد، ساختار بههه صههورت انتراعههی بههرای او شههکل نگرفتههه و نشان میها  مساحت مثلث 

 شود.  همچنان منشا  عملیاتی و نیاز به مصاسبات عددی در فرایند فکری او دیده می
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 1ساختار مجرد -

 یکههه حرکههت بههه سههو   کنههدیاظهههار م  حرکتههیهای  در جهت توسعه اثبات  یسمدن»

 یی اسههت هههات یموقع عههامِ اتِیوابسته به در نظر داشتن خ وص  لروما   یهای مفهوماثبات

 «در نظههر داشههتنایههن » (.21۷ص.  ،1988 ،بالاشههف) «انددر ذهن مجسههم شههده  که قبا 

 ،هتوجهه   ،دهدیم  خر  یفیظر  توجهِ  رِییتغ»  :است   یداز تجر  (1989)  سنیم  ریمتراد  با تعب

. سههاختار (2ص.  )  «شههودیمع ههو  م  یژگهه یو  ای   یش  کیبه    افتهی  میحالت تعم  یکاز  

بههه  ی شهه  نیهه و تولههد ا  باشههدمی  (1991  ،درااسف)  «2یافتهکاملریاضی ت  ی ش  ک»یمجرد  

 .دنشههو ینم دهیهه سههاختار دایِ هیهه و رو  یاتیهه عمل  ، منشهها هایگههریاست کههه د  نیا  یمعنا

در  «افتنیت یجسههم»و  ش«چگههال» ۀمدنظر اسههت شههامل دو مرحلهه   نجایکه در ا  یدیتجر

سههاختار »را بههه   ی«کل  هیرو»است که مرحله    یتجرید فرایند  ( است.1991)  ردافسا  ریتعب

 .دهدیارتقا م «مجرد

مسههتقل تقریبهها  مجرد    یتجرید و تعمیم آن است که ساختارها  فرایند  مص ول  تفاوت

مختلههف ارائههه نمههود )اگرچههه  یانصههااسههتدلال را بههه  توانیهستند و م ییاز نو  بازنما

را با مشکل   این کارمانند فقدان مهارت در کار با نمادها، ممکن است    یگرید  یهاعامل

  یک مفهومادراک عملیاتی    (1991رد )ااسف تعبیربه مواجه کند(.  

شود که بدان، به جای موجودی بالفعل، به مثابه یک موجههود بههالقوه باعث می

آید. بنابراین، در بنگریم که بنا به درخواست، در یک دنباله از اعمال به وجود می

گفههت ( می19۷0حالی که ادراک ساختاری ایستا )یهها بهتههر، آن چنانکههه فرگههه )

پویا، پی در پههی و بهها   ،بگوییم »بی زمان«(، آنی و یکپارچه است، ادراک عملیاتی

 (4)ص.   جرئیات است.

های ثابت مشخ ی مشاهده ویژگی  -هر نو  از یادگیری!–در فرایند یادگیری  

های بیرونی بر آنههها اثههری ندارنههد. تقههدم شوند که ظاهرا  تغییرات در مصرک می

 
1 Abstract Structure 

2 A Fully-fledged Mathematical Object 
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پیههاژه،   ...  هههای پایهها اسههت.یکی از چنین ویژگی  1ادراکات علمیاتی بر ساختاری

 .، ص19۷0شناسههی تکههوینی )معرفت   ةپیشگام این حوزه، در کتا  خود دربههار

[، از شی ای که عمل بر روی آن اتیمفهوم انترا  شده ]ریاضی»( نوشته است:  16

شههود. بههه نظههر بلکه از خود عمل انترا  می  ،شودانجام گرفته، بیرون کشیده نمی

 (1۷)همان، ص.   .«تجرید من قی و ریاضی است  ۀپای ،من این

گویهها،   ، ترجمههه19۷3شخ ی که دارای »ساختار مجرد« اسههت بههه تعبیههر اسههکمپ )

د، یعنههی قههوانین و کنچرا این کار را می  داندمیو هم    دکنچه کار می  داندمیهم  (  1384

داند چههه کههار کلی« شخ  فقط می زمان دارد. در حالی که در مرحله »رویهدلایل را هم

 کند و درمورد چرایی عملش پاسخی ندارد.می

آموز پایه هشتم در پاسخ به سوال پژوهش، استدلال زیر را در برگههه خههود سینا دانش

آموز در مدرسه تیرهوشان مشغول به تص یل بههود و کننده داد. این دانشتصویل م احبه

مشخ ا در هنگام م احبه دریافت سریعی داشت. م احبه او کوتاه و فقط دو دقیقههه و 

ها غالبا بیش از بیست سی و پنج ثانیه طول کشید، در حالی که مدت زمان دیگر م احبه

الاضهها  را در نظههر متساویهههای  خاص مثلث   ةرددقیقه بود. سینا در پاسخ کتبی خود،  

ها را هههای حاصههل از رسههم یکههی از میانههههای مثلث گرفته و برای آنها برابری مساحت 

 طور مستقیم در حالت کلی اثبات کرده بود. به

 
ادراک  »  که دی آیبه دست م   خال  یفهم شهود  ینوع  ینادر یهادر حالت رد ابه گفته اسف 1

  نی شکل گرفته باشد. احتمالا  ا یکامل یاتیعمل ۀی بدون آنکه پا شود،حاصل می  یمبهم یساختار

  ... ]این فهم[مفهوم تاب  داشتند.  ۀ نسخ نیاول یهنگام معرف دانانیاضی است که ر یهمان فهم

 نییو در تع ای اما م مئنا  در کشف قضا ست؛ین یشده، کاف  لیتکم یِاضی ر ۀی نظر کی خل   یبرا

 ( 30-29.  ص)  «خواهند بود. دیمف اریبس ،یبعد شرفتیپ یهاجهت 
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 آموز پایه هشتم )قسمت اول(   پاسخ سینا دانش 8شکل 

 ل فا بگو مسئله از شما چه چیری خواسته و شما چه جوابی بهش دادی؟ کنندهم احبه

خ ی بههه وسههط گفته اثبات کنید که مثا وقتی که از یک رأس مثلث، پاره سینا
 ضل  مقابل وصل کنیم، مساحت دو مثلث ]ایجاد شده[ مساوی هستند. 

 خب.  کنندهم احبه
من مساحت هر مثلث رو نوشتم چ ور به دست میههاد. گفتههه قاعههده هههر  سینا

دوتاشون برابههره، چههون گفتههه بههه وسههط ضههل  وصههل بشههه. بعههد دیگههه 
 شه.مساحتشون برابر می

رو ن ف کرده. از کجهها متوجههه  BCرو رسم کردی،    ADببین شما وقتی   کنندهم احبه
  ارتفاعه؟ ADشدی 

 خب اینجا فرض گرفتم. سینا

    اش همون ارتفاعشه؟چه مثلثیه که میانه ABCفرض گرفتی. مثلث  کنندهم احبه

 الاضا .متساوی سینا

برای سوال پژوهش ناکافی است، اما برای این حالههت خههاص یههک   بالا  هرچند پاسخ

ای دارد که به راحتی قابل تعمیم به حالت کلههی اسههت. فقههط یافتهساختار مجرد صورت

 ها را شناسایی کند. کافی است سینا در حالت کلی ارتفا  مثلث 

 

 

الاضهها  در نظههر الاضا  در نظر نگیههر، مختلفحالا بیا مثلثت رو متساوی کنندهم احبه
 بگیر. 
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 کرد.[ 9الاضا  شکل ]سینا شرو  به کشیدن یک مثلث مختلف سینا

 AMCکشی. حالا، آیا مساحت مثلث  خیلی خب، آفرین، به وسط ضل  می کنندهم احبه
 برابر هست یا نه؟ AMBبا مساحت مثلث 

 هووم. برابره دیگه. سینا
 چرا برابره؟ کنندهم احبه

 چون که کا ]چند لصظه سکوت[ سینا
شما بههرای اینکههه مسههاحت رو بههه دسههت بیههاری مگههه نگفتههی ارتفهها  رو  کنندهم احبه

 خوای؟ می

 بله. سینا
ارتفهها  رو   AMBارتفا  نیسههت، ارتفهها  رو بکههش. بههرای    AMحالا دیگه   کنندهم احبه

 بکش. 
 AMB سینا

 کدوم قاعده رو باید در نظر بگیری؟ کنندهم احبه

  BC سینا

 چیه؟ AMCرا رسم کرد[. ارتفا   AHآهان. این ارتفاعش شده ]سینا  کنندهم احبه

ها شون برابره، ارتفاعشون هم برابره، پههس مسههاحتاونم همینه. خب قاعده سینا
 برابرند.

 
 آموز پایه هشتم )قسمت دوم(  پاسخ سینا دانش 9شکل 

 .تعمههیم دادالاضهها   هههای مختلفمثلث   به  را  سینا استدلال اولیه خوددر مکالمه بالا،  

. ارتفهها  وارد بههر نمههودسههاختار اثبههات را یکههی یکههی شناسههایی  اجههرای  به راحتی    وی
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. با توجه به ارتفا  مشههترک کردهای برابر دارند، ترسیم  که اندازه  MBو  CMهای  قاعده

. سینا بر خا  گرفت ها را نتیجه  ها، برابری مساحت بین دو مثلث و برابری اندازه قاعده

یک ساختار مجههرد را بههه صههورت یکپارچههه و آنههی در نظههر اجرای  شاهرخ ارتباب بین  

داشت و نیازی به مصاسههبه و انجههام عملیههات حسههابی یهها جبههری بههرای دیههدن برابههری 

رسد وی به راحتی قادر به نوشتن صههورت جبههری اثبههات ها نداشت. به نظر میمساحت 

 کننده چنین درخواستی از وی نکرد.بود ولی م احبه

 1شده  یبندصورت  اثبات -

سههاختار مجههرد بههه   فیتوص  ییتوانا  بندی شده،اثبات صورت  به مرحله  دنیرس  یبرا

اذعههان داشههت زبههان روزمههره بههه (  1988قابههل قبههول الرامههی اسههت. بالاشههف )  یروش

نههه جبر به عنوان زبههان ریاضههی  .  ست ین  یاما کاف  ،کندمیاثبات کمک    کی  یِبندصورت

مورد اسههتفاده  یمن ق یهاجاتاستن یبرا  یابرار، بلکه به عنوان  ارتباب  یبرقرار  یفقط برا

   .ردیگ میقرار 

اسههت   سازیصوریفرایند    یک  «شده  یبنداثبات صورت»به    «ساختار مجرد»گذار از  

و وابسته بههه   یشخ   ی ِش  کی  جرد کهساختار م  کیفرایند    نی. در ا(دینیرا بب  2شکل  )

بههه اشههتراک   گرانیآن را با د  توانکه می  شودمی  لیاثبات تبد  کیفرد است، به صورت  

قابههل دسههترس   گههرانید  یاکه ساختار آن بههر  شودیارائه م  ی«صورت»گذاشت. اثبات به  

   .باشد

در طی م احبه پیش رفههت تهها   قبلحسین هم مشابه سینا در بخش  فرایند فکری امیر

ساختار اثبات را به دست آورد. سپس ساختار ذهنی خود را در قالههب عبههارات جبههری 

بندی شههده، ارائههه را ببینید(. در این حالت یک اثبههات صههورت  10بازنمایی کرد )شکل  

 شده است.  

 
1 Formulated Proof 
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 آموز پایه هفتم  پاسخ امیرحسین دانش 10شکل 

 مسیر صورت

اثبههات   دیهه کههه با  ایهاررگهه کافی از  درک  افراد به دلیل فقدان    ابتدای مسیر صورت،  در

 ییهاامهها اسههتدلال  ؛در گههراره صههدم کنههد  که  دناوریب  یمثال  دنتوانینم  یحتگاهی    ،شود

 مشههابه  آنههها  ظههاهر  و  صههورت  چههرا کهههآورند که به نظر خودشان درسههت هسههتند،  یم

 ،پاسههخ  ،در این مرحله  اند.دهید  یاضیر  کاس  ای  یست که در کتا  درسا  هاییاستدلال

کار گرفتههه شههده، در ذهههن بههه  دیهههای نمههابازنمایی  یِبه ازا  است و  1یصور  دیتقلیک  

 شیپهه   ییدرک معنا  کیبر اساس  هایش  استدلال  و  مرتبط وجود ندارد  میمفاهآموز  دانش

کنههد، حرکههت می صههورت ریدر طول مس یآموزکه دانش  طورنهما.  رفته و اشتباه است ن

 قههادر ،ریمسهه  یدر انتها .ددهنشان می بریو ج  یحساب  اتعملی  بیشتری در انجام  مهارت

 یِنصههو  یاههه ثباتا کنههد و  نیههیتعرا  ت  از اثبههاصوری هر مرحله    و صصتِ  یدرست  است 

در ایههن حالههت    هسههتند.  یتوخههال  مهنوز ه  ینماد  یها، اما بازنمایینماید  دیتول  یمعتبر

آموز پایه هشتم است که در طول م احبه در شود. عماد دانشحاصل می  2اثبات فرمولی

 کند.مسیر صورت حرکت می

 
1 Formal Mimicry 

2 Formulaic Proof 
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وی در پاسخ به سوال پژوهش، در هنگامی که بههه صههورت انفههرادی بههه سههوال فکههر 

را ببینیههد(.  11کرد، درستی گراره م ر  شده را با آوردن مثال نقض رد نمود )شههکل می

مثال نقض، یک مثلث مختلف الاضا  با یک زاویه راست است که میانه آن بدون دقت 

گههراره م ههر  شههده   در  السههاقینمتساویدر حالی که از نظر او مثلث    ؛ترسیم شده است 

فرض است که در صههورتی کند. استدلال اولیه عماد بر پایه شهود و با این پیشصدم می

نهشت باشند. به این ترتیههب در مثلههث مختلههف مساحت دو مثلث برابر است که آنها هم

 آید.الاضا  با رسم میانه دو مثلث با مساحت برابر به دست نمی

 
 آموز پایه هشتمدانش عماد    پاسخ 11شکل 

مثلث خواهد دلیل درستی گراره در مورد کننده از عماد میدر هنگام م احبه، م احبه

 الساقین را بیان کند.متساوی

مشههترک.  AD=ADالسههاقینه. متساوی ABCمثلههث چههون  AB=AC عماد
السههاقینه. دو ضههل  و برابرند چون مثلههث متساوی  Cو زاویه    Bزاویه  

 شوند.زاویه بین برابر می
کننده با اشاره به اجرای مثلث در شکل دو ضل  و زاویه بین. ]م احبه کنندهم احبه

هایی که شما گفتی، یکی این ضل  مشههترکه و دهد:[ ضل ادامه می  11
 های بینشون کدومه؟این دو تا، اون وقت زاویه

 [Cو   B زوایای ]اشاره به عماد

های بینشون رو در نظر بگیری. خود شما هم بههین نوشههتی، باید زاویه کنندهم احبه
 را ببینید(. 12زض[ )شکل دو ضل  و زاویه بین ]ض
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 خب یک روش دیگه بگم. ]سکوت[ عماد
 یک بار دیگه از روی سوال بخون. کنندهم احبه
خ ی را از یک رأس به وسط ضل  مقابل وصل کنید، آهههان اگر پاره  عماد

DB=DC   نمود.[ 12. ]شرو  به اصا  پاسخ خود در شکل 

 
 آموز پایه هشتم )قسمت دوم(دانش عماد   ادامه پاسخ 12شکل 

بههرای اثبههات السههاقین در نظههر گرفتههه و را متساوی  ABCعماد در پاسخ خود مثلههث  

، دو ضل  و یک زاویه برابههر در مثلههث را مشههخ  BCDو    ABDنهشتی دو مثلث  هم

نمود. ولی به اشتباه، زاویه در نظر گرفته شده بین دو ضل  نیست. اشتباه از آنجهها ناشههی 

ض، ضنهشههتی )ضهههای مختلههف همشود که او دلیل برابری دو مثلث را در حالت می

مثلث بههرای وی اجرای  داند. بنابراین در چنین موقعیتی که ارتباب  ز( نمیضض، ززض

کند. در ادامه به خوبی شکل نگرفته، صورت و ظاهر آنچه از قبل دیده است را تقلید می

رسد که به راحتی حالههت خواند، به فرض دیگری در مسئله میوقتی دوباره سوال را می

، یههک   BCDو    ABDدو مثلههث  نهشتی  گیرد. اثبات همنهشتی سه ضل  را نتیجه میهم

 کیبر اساس  ها  شود استدلالاست. اما در ادامه م احبه مشخ  می  معتبر  یِنصو اثبات  

و   سههتندنی  بههرای عمههاد معنههادار  مهنوز ه  ینماد  یهابازنماییرفته و  ن  شیپ  ییدرک معنا

 .است   اثبات فرمولییک  12بنابراین پاسخ شکل  

هاشون هم با هم برابرند. نهشت باشند، مساحتپس وقتی دو مثلث هم کنندهم احبه

هاش رو الاضا  بکش، وسط یکی از ضههل حالا بیا یک مثلث مختلف
 دقی  پیدا کن و از رأس روبروش بهش وصل کن.
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 عماد

 
خههوایم [ میمثلههث بههالاخب حالا دو مثلث به دست اومد، ]با اشاره به   کنندهم احبه

 ببینیم مساحت این مثلث با مساحت این مثلث برابرهست یا نه.

هههم کههه برابههر  ACبا  ABهم مشترکه.  DA=DC  ،BDتونیم بگیم می عماد
 نیمساز باشه، شاید بتونیم بگیم برابره.  BDنیست، اگه 

کند که بین اضهها  متنههاظر دو مثلههث عماد از یک طر  دوباره زوایایی را انتخا  می

نیست، از طر  دیگر با علم به این که ضل  سوم دو مثلث برابر نیستند به دنبههال اثبههات 

 نهشتی آنهاست.هم

 مسیر رویه -

آمههوز بهها آغههاز از دو مرحله ابتدایی از مسیر رویه با مسیر ساختار مشترک است. دانش

رسد، ولی در ادامه به جای تجریدِ رویه کلی، با صوری کههردن مثال به یک رویه کلی می

دهد. اینجاست کههه حاصههل کههار وی، یههک رساند و دیگر ادامه نمیآن، کار به انجام می

 خواهد بود.  1ایرویهاثبات  

اجههرای که بین اشیا  و   گفته شد  »رویه کلی«  خ وصیات مرحله  در مورد  پیش از این

ای، این عملیات، ، ارتباب عملیاتی )حرکتی، مصاسباتی( وجود دارد. در اثبات رویهمسئله

آموز پایه هشتمی است که فرایند فکری جالبی برای سادات دانششود. فاطمهصوری می

کنههد. مثلههث در نظههر گرفتههه شههده صوری کردن عملیات مصاسبه مساحت مثلث طی می

سادات ق د دارد برابههری مسههاحت دو مثلههث حاصههل از الاضا  است و فاطمهمختلف

 ها را ثابت کند. رسم یکی از میانه

 
1 Procedural Proof 
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 AT[ رو رسم کنم. مههثا 13در شکل  ABCاگر من ارتفا  این ]مثلث  ساداتفاطمه
.AT کنم کههه همههون اش مههیرا ضههر  در قاعههدهBC  2هسههت. بههر  

 ده.رو می ABCمثلث کنم. این مساحت تقسیمش می
 خب. کنندهم احبه
رو رسههم [  13در شههکل    ACDدوباره اگر من بیام ارتفا  این ]مثلههث   ساداتفاطمه

 2هست، تقسیم بر  ADرو ضر  در قاعده این کنم که CZ بعد کنم. 
 .ACDمثلث کنم، میشه مساحت 

 بله. کنندهم احبه

. مساحت 2تقسیم بر  BDضر  در  ACبعد مساحت کل مثلثم میشه  ساداتفاطمه
 شه؟کل. میشه قاعده رو یکی دیگه بگیرم؟ این نمی

 شه؟چرا نمی کنندهم احبه
 شه.عمود نمی[ BD][ بر این ACارتفاعش ] سادات فاطمه

را بکشههی، چههه کههار   BDاگر در مثلث بررگتر بخوای ارتفا  وارد بر   کنندهم احبه
 باید بکنی؟ ]چند لصظه سکوت[ 

آمههوزان مفهههوم گفتههه شههد، غالههب دانش  بخش »رویه کلی«طور که در پانوشت  همان

ارتفهها  را کامههل و درسههت درک نکههرده بودنههد. حتههی در مههوارد قابههل تههوجهی ماننههد 

سههادات نصههوه ترسههیم آن را فرامههوش کههرده بودنههد. از اینجهها بههه بعههد م ههاحبه فاطمه

ادامه پیههدا کههرد. در   ACDو    ABDسادات با صصبت درمورد یافتن ارتفا  مثلث  فاطمه

هههایی عمههود )ارتفهها ( خطسادات بههرای ترسههیم پارهآزمون و خ اهای فاطمه  13شکل  

ارتفهها    ATآشکار است. بعد از چند دقیقههه گفههت و شههنود و تامههل، وی متوجههه شههد  

های مساحت را ماننههد ت ههویر مشترک بین هر سه مثلث مورد نظر است. بنابراین فرمول

 ت صیح و تکمیل کرد. 13شکل  
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 آموز پایه هشتمدانش  سادات  پاسخ فاطمه 13شکل 

دهههد. هههد  اصههلی سادات به تفکر صههوری خههود ادامههه میفاطمهادامۀ م احبه،  در  

کنههد و بهها مهههارت خههوبی شههرو  بههه ها را فراموش مییعنی اثبات برابری مثلث   ،مسئله

 کند.مصاسبات جبری می

در  2و  1خب حالا اگه من این دو تا را با هم جمهه  کههنم ]روابههط  سادات فاطمه
با هم برابرند،  CDو  BC[، باید برابر با مساحت کل بشه. 13شکل  
هم قرار بدم ]شرو  بههه نوشههتن عبههارات   CD  ،BCجای  تونم بهمی

 هاشونو در نظر نگیرم.تونم مخرججبری زیر کرد[. خب من می

  

 ATآیا ]با اشاره به عبارت جمعی بههالا[ جمهه  ایههن دو تهها برابههره    کنندهم احبه
 هست؟ BDضر  در 

رو قرار بدم. خب این دو تهها شههبیه   BCتونم  می  CDخب به جای   سادات فاطمه
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  BCضههر  در    ATتههونم بنویسههم دو تهها  هم شدند. اون وقههت می
 . BD ضر  در AT برابره

 
 برابر با چی هست؟ چی رو ن ف کردی؟ BC  کنندهم احبه
 .BD سادات فاطمه

 . BD/2بنویس   کنندهم احبه
 بذارم. میشه BD/2تونم می BCآهان الان به جای   سادات فاطمه

 
 درست شد؟  کنندهم احبه

 اضافه هست! 2بله. نه! اینجا یه   سادات فاطمه
 تونی بگی اشکال کارت چی بود؟می  کنندهم احبه
 ]سکوت[  سادات فاطمه

ضههر    10یههه بههار در    2میشههه چههی؟  5عاوه  به  10دو ضر  در    کنندهم احبه
 بشه چی؟ 5ضر  در  10ضر  در  2. ولی اگه 5میشه، یه بار در 

 
 میشه.  5ضر  در  10یعنی اول  سادات فاطمه

 .5ضر  در  10ضر  در  2تونی بنویسی کنه میفرم نمی  کنندهم احبه

 
 2]با اشاره به آخرین عبارت جبری که خودش نوشته بود،[ یعنههی    سادات فاطمه

 شه.می ATفقط ضر  در 
 کنهفرقی نمی  کنندهم احبه
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 2گوید:[ آهان یعنی این  کند و میکننده را ق   می]حر  م احبه  سادات فاطمه
 شه.حذ  می

 
اصا کههاری نههداریم کههه جمهه  مسههاحت مثلههث اول و دوم برابههر   کنندهم احبه

شه. سوال اینههه کههه آیهها مساحتشههون بهها هههم برابههر مساحت کل می
 هست؟

 بله.  سادات فاطمه

 چرا؟  کنندهم احبه
 با هم برابرند. CDو  BCچون   سادات فاطمه

جای خاصههیت پههذیری، بهههدر اسههتفاده از خاصههیت توزی سههادات فاطمهاشههتباه 

در  آخههر مکالمههه، س رسادات در پذیری مصاسبات او را دچار اشکال کرد. فاطمهشرکت 

. واضههح نمههودپاسخ به سوال دلیل برابری مساحت دو مثلث، به برابری قاعده آنها اکتفهها 

، (2و  1 روابههط) 13سادات با داشتن فرمول مساحت دو مثلث در شههکل است که فاطمه

اثبات )ارتفا ، قاعده اجرای  بیند. ارتباب بین  های متفاوت میتنها تفاوت آنها را در قاعده

و مساحت دو مثلث( از ابتدا تا انتهای اثبات، مرحله به مرحله و همراه با جرئیههات بههود، 

سادات نقش بسته بود، در پایان ادراکههی در حالی که اگر ساختاری مجرد در ذهن فاطمه

 کرد.آنی و یکپارچه ارائه می

  گیر نتیجهبحث و 

یههک اثبههات هندسههی   موق  ساختنآموزان  دانش  هایو برداشت   در این مقاله عملکرد

احمههدپور و پههژوهش  شده در  تبیینمدل  از  ها،  داده  و توصیف  تصلیل  برای  .شد  توصیف

سههاخت چگههونگیِ  خوانههدن و  مبتنههی بههر توصههیف  کههه  استفاده شههد  (  2019)  همکاران

بههرای   .در یک مبصث نظریه اعداد بههود  پایه هفتم و هشتم  آموزانهای جبری دانشاثبات
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های هندسی ، قابلیت آن مدل برای توصیف اثبات1این کار، ابتدا در یک م العه مقدماتی

  های این پژوهش تصلیل شدند.تأیید شد و بدین سبب، با همان مدل، داده

آمههوزان را بخ ههوص در مرحلههه آزمههایش هههای دانشچالش  ،های این پههژوهشیافته

نشان داد. در مقایسه بهها نتههایج حاصههل از پههژوهش احمههدپور و همکههاران انگارانه  ساده

آموزان در مسائل هندسی بیشههتر دانشانگارانه  سادههای  ها و پاسخ( تنو  برداشت 2019)

آموزان باید میههان دیههدن های هندسی دانشدر اثباتچرا که    از مسائل نظریه اعداد است.

 )یک شکل عینی( و نتایج استنتاجی )یک صورت مجرد( تفاوت قائل شوند.

کنندگان هر دو پههژوهش در گههذار از هههر مرحلههه، در حالی که میران موفقیت شرکت 

حسابی، جبری و هندسی اشیای  های  دانستن ویژگی  ؛های آنهاست وابسته به دقتِ دانسته

های من قی ای از استنتاجشان در زنجیرهمسئله، دیدن ارتباب بین آنها و توانایی قرار دادن

 های هر دو پژوهش مشترک و مشابه است.در اثبات

آمههوزان کههه در مسههائل هندسههی نمههود بیشههتری دارد، اسههامی و چههالش دیگههر دانش

آمههوزان دشههوار اسههت. اص احات اشیا  و مفاهیم هندسی است. این لغات بههرای دانش

شود که فرایند یادگیری این اص احات با مسههماَی خههود در مشکل زمانی دو چندان می

 وار حفظ شوند.  ارتباب نباشند و به صورت طوطی

هههای های اخیر با تغییر نگاه در تدوین م الههب هندسههی در کتا خوشبختانه در سال

درسی امکان تدریس مفهومی این م الب بیشتر شده است. وقتی ریاضی صرفا  در س ح 

نیههاز آموزانی که ادراک کافی از مفاهیم ریاضههی پیشاستنتاج صوری تدریس شود، دانش

شود کههه پردازند. مشکل زمانی دوچندان میها میندارند، صرفا به تقلید صورت استنتاج

( 2020)  2دیمههل و هربسههت چنین تقلیدی از سوی معلمان مورد انتظههار و کههافی باشههد.  

هههای هندسههی توسههط توصیف دقیقی از انتظار معلمان ریاضی درمورد نصوه ارائههه اثبات

 
1 Pilot Study 

2 Dimmel & Herbst 
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آموزان بر روی تخته کاس گرارش نمودنههد. نتههایج پههژوهش آنههها نشههان داد کههه دانش

آموزان برای معلمان ریاضی شههرکت کننههده در های هندسی توسط دانشرونویسی اثبات

 تصقی  مورد انتظار و معمول است.  

دیدگاه پیش خواهد بههرد کههه در   اینما را به سوی    ،نتایج حاصل از این پدیدارنگاری

یادگیری، به نیازهای   مسیرهای مختلفآموزشی با در نظر داشتن    هایریریهنگام برنامه

شههود و امکههان تصقهه  توجههه  چه در س ح کان و چه در س ح خرد  ،آموزانهمه دانش

م العه بیشتری لازم است تا در یک برنامه درسههی چنین . همدگرد برابری آموزشی بیشتر

گانه هههای اثبههاتی نسههبت بههه مسههیرهای سهههریاضی جام ، سمت و سو و تمرکر فعالیت 

توانند )ساختار، صورت و رویه( مشخ  شود. از یک طر ، هر سه مسیر، درنهایت می

های صوری قابل پذیرش خههتم شههوند، امهها عمهه ِ ادراک حاصههل از سههه مسههیر به اثبات

توانند بر هم داشته باشند، گویای متفاوت است. از طر  دیگر اثر متقابلی که مسیرها می

  آموزان است.سودمندیِ بالقوه مسیرهای صورت و رویه، در افرایش فهم و درک دانش
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