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 بب توابع مفصل یزمبو-ییو فضب ییفضب یٌبدادي بستگی ٌمه سبختبر ییتع

 

،  ِحغٓ ِحّذصادٖیذیاِ یِٙذ
*

 ؛

 ، دأؾکذٖ ػٍَٛ، گشٖٚ آِبست ِذسطیدأؾگبٖ تشث
 

 چکیذي

ه ي٘ش . ٘غتٕذ اثضاس٘بيی لٛی یوٕبس ی٘بغيٚاثغتٗ ثش اعبط تٛص یش٘بیِتغ تٛأَغ يعبخت تٛص یتٛاثغ ِفقً ثشا

 ی٘بً دادٖیدس تحٍ. بْ اعتیش٘ب لبثً ثیِتغ یبت ٚاثغتگیوٕٕذ وٗ ثب آْ تّبَ خقٛفیاسائٗ ِ یثغ ِذٌٓ تٛاياص ا

 ی٘بدادٖ یثشا. ٘ب ِؾخـ ؽٛددادٖ ثغتگی ُ٘عبختبس  یذاْ تقبدفیشٖ ِیغ چٕذِتغيلاصَ اعت ثش اعبط تٛص يیفضب

، یساحت یثشا یگب٘ .دؽٛبْ یبٔظ ثيثغ وٛٚاسدس لبٌت تب یٚ صِبٔ يیض لاصَ اعت عبختبس استجبط فضبیٔ یصِبٔ يیفضب

 غت ٚیبٔٗ ٔيگشا ِٛاسد ٚالغ یدس ثشخ یژگيٓ ٚياِب ا ؛ؽٛد ِیش اعتفبدٖ يپزهیتفى یصِبٔ-يیبٔظ فضبياص تٛاثغ وٛٚاس

 ی٘بیژگيثب تٛجٗ ثٗ ٚ پژٚ٘ؼ،ٓ يدس ا .ثبؽذش ئبپزهیتفى یصِبٔ-يیبٔظ فضبيتٛاثغ وٛٚاس یشیوبسگثٗ ضشٚسی اعت

ظ اػتجبس تبثغ ِفقً يٚ ؽشا یثشسع یذاْ تقبدفیِ تٛأَغ يٓ تٛصییٔمؼ تٛاثغ ِفقً دس تؼ يیفضب ی٘بدادٖ یثغتگ ُ٘

ٓ يثب اعتفبدٖ اص ا گبٖ آْ. خٛا٘ذ ؽذ یِؼتجش ِؼشف يیاص تٛاثغ ِفقً فضب یذيعپظ خبٔٛادٖ جذ ؽٛدِیٓ ییتؼ يیفضب

 .ؽٛدِی الذاَ ش ِؼتجشئبپزهیفىت یصِبٔ-يیٚ فضب يیبٔظ فضبيت تٛاثغ وٛٚاستٛاثغ ِفقً ثٗ عبخ

 

 مقذمً

ثٛدْ  یثب فشك گبٚع ِؼّٛلاا  ،دس آِبس فضبيی فبلذ ِؾب٘ذٖ ی٘بدس ِىبْ یذاْ تقبدفیِمذاس ِ يیگٛ ؼیپ

. ٓ ؽٛدییذاْ تؼیغ ِيذ تٛصيغت ٚ ثبیبٔٗ ٔيگشاِغبئً ٚالغ یٓ فشك دس ثشخياِب ا. ؽٛدِیأجبَ  یذاْ تقبدفیِ

اعتفبدٖ اص تٛاثغ ِفقً یتقبدف یش٘بیِتغ تٛأَغ يصٓ تٛییتؼ ی٘باص سٚػ یىي
3

سا ٓ تٛاثغ يا [33] اعىلاس .اعت 

سٚد  یوبس ِٓ تٛاثغ سا وٗ دس ػٍَٛ ِختٍف ثٗيا ِتؼذد ی٘بخبٔٛادٖ [31]ٚ ٍٔغٓ [ 33] ، جٛکشد یٓ ثبس ِؼشفیاٌٚ

دس اعتبْ تٙشاْ سا  یعبٌ هخؾ یثٕذِذي یِفقً ِٕبعت ثشا ی٘بخبٔٛادٖ [3] ٚ ّ٘ىبساْ یذیاِ. وشدٔذ یآٚسجّغ

 .دعت آٚسدٔذثشآٚسد پبساِتش تبثغ ِفقً سا ثٗ یض تجشثیوشد ث یثب سٚ [1] ٚ ِحّذصادٖ یذیاِ .وشدٔذ یثشسع

اعتفبدٖ  يیفضب ی٘بً دادٖیدس تحٍ یشِشوضیدٚ غ-یٚ ِفقً خ یٓ ثبس اص ِفقً گبٚعیٌاٚ یثشا [1] یثبسدٚع

 ی٘بآة یبت ِىبٔیخقٛف يیگٛ ؼیپ یشٖ ثشایبفتٗ ٔشِبي چٕذ ِتغيًيتجذ -V ِفقً اص [4] یٚ لا یثبسدٚع. وشد

 يیتبثغ ِفقً فضب اص تٛاثغ ِفقً، یت خطیثب اعتفبدٖ اص تشو [31] ٍش ٚ پجغّبيگشا. اعتفبدٖ وشدٔذ یٕیشصِيص

تؼییٓ تٛاثغ وٛٚاسيبٔظ . گٛيی فٍضات عٕگیٓ دس سٚدخبٔٗ ِیٛص اعتفبدٖ وشدٔذ عبختٗ ٚ اص آْ دس پیؼ ِؼتجش

صِبٔی-فضبيی ٚ فضبيی
1

 تبثغ اص [5] ٘ٛأگ وشعی ٚ .فضبيی ٚ صِبٔی اعت ۀثغت ٘بی ُُِ٘ٙ دس تحٍیً دادٖ ِغئٍۀ 

 . ٘بی فضبيی، تبثغ ِفقً فضبيی، تٛاثغ وٛٚاسيبٔظ فضبيی صِبٔی دادٖ :ٌبی كلیذی واژي

 14/3/31پزيشػ                     11/1/31دسيبفت 

*
 mohsen_m@modares.ac.ir وویسىذي مسئول

3. Copula Function              1. Spatio-temporal 
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ثب  [1] ٕگیتیگٕ سآ سٚػ يا. ش اعتفبدٖ وشدٔذئبپزهیتفى یصِبٔ-يیبٔظ فضبيعبخت تٛاثغ وٛٚاس یثشا یفیط

ص تٛاثغ ِحذة ا ٘بی تیثش اعبط تشو [36]ٚ [ 34] دس ِب. ذُٔ دادیٓ تؼّيٚ ثشٔؾتب ٔٛا يک کبِلاا اعتفبدٖ اص تٛاثغ 

ش سا ئبپزهیتفى یصِبٔ-يیبٔظ فضبياص تٛاثغ وٛٚاس یذيجذ ۀلاپلاط سد ٘بیً يبٔظ ِؼتجش ٚ اعتفبدٖ اص تجذيوٛٚاس

ٚ  ٔٛا يک  کبِلاا اص تٛاثغ  یثشخ یثشا [1] ٕگیتیٔؾبْ دادٔذ وٗ ِذي گٕ [31] وٕت ٚ ّ٘ىبساْ. وشد یِؼشف

یگٛداٌ یدالا ٓيثشٔؾتب
3

اثتذا ٔمؼ تٛاثغ  پژٚ٘ؼٓ يدس ا. وٕذیِحذٚد ِ یاگٛٔٗثٗ ٘ب سا اعت وٗ اعتفبدٖ اص آْ 

 یذ ِؼشفيجذٚ ِؼتجش  يیتبثغ ِفقً فضبيک ٚ  یثشسع یتقبدف یذأیِ ی٘بغ تحمكيٓ تٛصییِفقً دس تؼ

 یصِبٔ-يیٚ فضب يیبٔظ فضبيعبخت تٛاثغ وٛٚاس یثشا يی٘ب، عپظ ثب اعتفبدٖ اص تٛاثغ ِفقً سٚػؽٛد ِی

 .ؽٛد ِیِؼتجش اسائٗ 

 

 توابع مفصل

)غ يت ثب تٛاثغ تٛصیتشتثٗ X ٚY ٛعتٗیپ یش تقبدفیدٚ ِتغ یثشا )XF x  ٚ( )YG y غ يٚ تبثغ تٛص

)تٛأَ , )H x y، ٍِبٕٔذ  یتٛاثغ ِفق( , )K   ٗ٘ش یثشا ٚجٛد داسٔذ وx ٚy  دس( , )R R    ُيداس: 

( , ) ( ( ), ( ))X YH x y K F x G y
 

)اگش. ىتبعتي K ٛعتٗ ثبؽٕذ، تبثغ ِفقًیپ ِطٍمبا  FX  ٚGYاگش  )Xf x  ٚ( )Yf y ٌیوٕبس یتٛاثغ چگب X ٚY 

 :اعتفٛست ذيٓث ٘ب آْ تٛأَ یٌگبٖ تبثغ چگب ثبؽٕذ، آْ

, ( , ) ( ( ), ( )) ( ) ( )X Y X Y X Yf x y k F x G y f x f y  

 ۀٚ اص ساثط اعت تٛأَ یتبثغ ِفقً چگبٌ k وٗ دس آْ
2 ( , )

( , )
K u v

k u v
u v




 
٘ش تبثغ  یثشا. ذيآیدعت ِثٗ 

 :ٚجٛد داسٔذفٛست ذيٓث يی٘بِفقً وشاْ

( , ) max( ) ( , ) min( , ) ( , )W u v u v K u v u v M u v    -1,0              (3.1)  

)وٗ ثب  , )M    ٚ( , )W   ِ ٖؽٛٔذیِ ذٖیٕگ ٔبِي٘بفذ-ٓ فشؽٗيیثبلا ٚ پب ی٘بت وشاْیتشتؽٛٔذ ٚ ثٗیٔؾبْ داد 

ٚجٛد  إٓ٘گی ٔبُ٘ٓ حذاوثش يیٚ دس ِفقً وشاْ پب إٓ٘گی ُ٘دس ِفقً وشاْ ثبلا حذاوثش ( 3.1)ثٕب ثش . [33]

)فٛستضشة ثٗبثغ ِفقً حبفًِغتمً ت یش تقبدفیدٚ ِتغ یثشا. داسد , )u v uv  ؽٛدِیف يتؼش. 

)اگش( [31] ٍٔغٓ) .2.1قضیً   )t ثٗ [3،1] اص یٔضٌٚ ذاا یٛعتٗ اویپ یتبثؼ [،1] ( 3=)1 ثب ؽشطφ  ٚ

ٚاسْٚ 
1( )t

 گبٖ  آْ ثبؽذ، 

( , ) ( ( ) ( ))K u v u v   -1
(1.1)                                                 

)ه تبثغ ِفقً اعت، اگش ٚ فمظ اگشي  )t ِحذة ثبؽذ. 

3. Dimple 
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) اعت ٚ یذعیاسؽّ ۀخبٔٛاد( 1.1) ۀتٛاثغ ِفقً عبختٗ ؽذٖ ثش اعبط ساثط ۀِجّٛػ  )t  ًتبثغ ٌِٛذ ِفق

 .ؽٛدِیذٖ یٔبِ یذعیاسؽّ

 ییتوابع مفصل فضب

} یذاْ تقبدفیِ يیگٛ ؼیپ يیدس آِبس فضب ( ); }dZ Z s s D R   ت ِؾخـ یدس ِٛلؼs0  ثش اعبط

) یؼٕي، یذاْ تقبدفیِ ی٘بتحمك ( ), , ( ))nz z s z s ثب  يیگٛ ؼیٓ پيا لاا ِؼّٛ. ؽٛدی٘ب أجبَ ِتی، دس ِٛلؼ1

غت ٚ لاصَ یبٔٗ ٔيگشآ فشك دس ػًّ ٚالغيا یاِب گب٘ .شديپزیفٛست ِ یذاْ تقبدفیثٛدْ ِ یفشك گبٚع

) تٛأَغ ياعت تٛص ( ), , ( ))nZ Z s Z s  .ؽٛدٓ ییتؼ 1

) یتقبدف یش٘بیغ ِتغيشٖ، ثب ِؼٍَٛ ثٛدْ تٛصیحبٌت دٚ ِتغ یثشا )Z s1  ٚ( )Z s2 ِفقً  یٚ ثب اعتفبدٖ اص تبثؼ

)ِبٕٔذ  , )hK   ْوٗ دس آ ،h s s 1  :دعت آٚسدثٗفٛست ذيٓث تٛاِْی ٘ب ساآْ تٛأَغ ياعت، تٛص 2

( ( ) , ( ) ) ( ( ), ( ))h Z ZP Z s z Z s z K F z F z  1 1 2 2 1 2  

)، تبثغ ِفقً يیفضب ی٘بدادٖ یثب تٛجٗ ثٗ خٛاؿ ٚاثغتگ , )hK   ّ٘ٛاسٖ  ٗ اٚلاا ِؼتجش اعت و یدس فٛست

||یٚلت با یثبٔ ؛جٗ د٘ذیِثجت سا ٔت یٚاثغتگ ||h وٗ ثٗ  یضشة ٚ ِٛلؼً وٕذ، تبثغ ِفقً حبفًیت ِئٙب یثٗ ث

  یؼٕي ؛جٗ د٘ذیٕگ سا ٔتيفشؽٗ ٘بفذ یً وٕذ، وشاْ ثبلایففش ِ

|| || || ||
lim ( , ) , lim ( , ) ( , )h h
h h

K u v uv K u v M u v
 

 
0

 

ٓ دس اداِٗ چٕذ يا ثش ثٕب. غتٕذیِؼتجش ٔ يیظ ِفقً فضبيٚاجذ ؽشا ٌضِٚبا اغٍت تٛاثغ ِفقً اسائٗ ؽذٖ دس ِٕبثغ 

 .ؽٛٔذیِ یِؼتجش ِؼشف يیتبثغ ِفقً فضب

 :اعتفٛست ذيٓث یتبثغ ِفقً گبٚع. یمفصل گبوس

,( , , ) ( ( ), , ( ))
hh n nK u u u u  1 0

-1 -1
1  

)وٗ دس آْ  ) -1
,0ٔشِبي اعتبٔذاسد ٚ  غيتبثغ تٛصٚاسْٚ   ( )

h
 -1

ٚ تبثغ  ٓ ففشیبٔگیثب ِ یِفقً گبٚع 

ه ي ثغتگی ُ٘ یثشاففش تبثغ ِفقً اعتملاي ٚ  ثغتگی ُ٘ یٓ ِفقً ثشايجب وٗ ا اص آْ. اعت hبٔظيوٛٚاس

 .ِؼتجش اعت يیً فضبِفق یتبثؼ د٘ذ،یجٗ ِیسا ٔت ٕگي٘بفذ-فشؽٗ یوشاْ ثبلا

ِؼتجش  يیفضب ی٘بتٛاْ ِفقًیشٖ، ِیغ ٔشِبي چٕذِتغياص تٛص يی٘بًيٚ تجذ یثش اعبط تبثغ ِفقً گبٚع

 .ؽٛٔذیِ یِؼشف وٗ دس اداِٗعبخت، 

)ً يثب اعتفبدٖ اص تجذ[ 1] یثبسدٚع .یرمركسیدو غ یمفصل خ )g Y Y 2
غ ٔشِبي يتٛص یداسا Y ، وٗ دس آْ

 :ايذ ِیدعت ثٗفٛست ذيٓث یسا ثب تبثغ ِفقً چگبٌ یشِشوضیغ یدٚ یشٖ اعت، ِفقً خیذِتغچٕ

( )
( , ) exp{ }( exp{ })

2( )

h h h

h

h h

xy x y xyK
k u v

xy

  

 

 
 

2
2

2 2

-2 2
1

-1 -14
 

 .د٘ذیجٗ ِیٕگ سا ٔتي٘بفذ-فشؽٗ یه وشاْ ثبلاي ثغتگی ُ٘ یففش اعتملاي ٚ ثشا ثغتگی ُ٘ یوٗ ثشا
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 ً يٚ ثب اعتفبدٖ اص تجذ [4] یٚ لا یثبسدٚع سآ ِفقً يا .ريیبفتً تببع مفصل ورمبل چىذمتغیل یتبذ -V عیتوز

( )
( )

j j

j j

j j

k Y Y m
X g Y

m Y Y m


  

 

-1
 

 فٛستت ثٗیتشتثٗ X شٖیِتغ-n ه ٚي ی٘بغيتٛص کٗ یطٛسثٗ ؛کشدٔذ یِؼشف

,

,

( ) ( ) ( )

( , , ) ( ) ( )

( ) ( )

h h

n

h

n n

i

i

i

k
F x x

m

k
F x x x

m

m

 







   

    

  

1

1 0, 0

2 1

0
0

+1 -1

1 -1

-1

 

}1ٕذ، وٗ دس آْ يآیدعت ِثٗ ( ) , , ( ) }n

i

iiT

i nb x b x  -1 -1 ٚ  

( )

x

b x
x

k




 




-1 0
1 0

 

 فٛست ً ثٗيٓ تجذيِؼتجش ِتٕبظش ثب ا يیضبتبثغ ِفقً ف

,( , , ) ( ) ( )

n

h

i

h n i

i

K u u m



  
2 -1

1 0
0

-1  

}1 ، وٗ دسآيذ دعت ِی ثٗ ( ) ( ), , ( ) ( )}n

i

iiT

n nb F u b F u  -1 -1
1 1-1 -1. 

يیفضب یش٘بیخأثش اعبط ت [31] ٍش ٚ پجغّبيگشا .2ووع  یبیمفصل ترك
3

 { , , }s sh h
1

اص  یت خطیٚ تشو 

 فٛست  ش ثِٗؼتج يیه تبثغ ِفقً فضبيتٛاثغ ِفقً، 

1 1 ,

, ,

( , ) ( ) ( , )

( , ) ( ) ( , )

( , ) ( ) ( , )

i i

h s

i i h i i h s s

h s s

M u v K u v h h

K u v K u v h h h

K u v u v h h h

 

 

 







   




   


     

1

1

1

1

1

1 0

1

1

                       (1.1)  

iف وشدٔذ، وٗ دس آْ يتؼش
i

i i

h h

h h







 1

 .اعت 

 .ؽٛدٔگیٓ حغبثی ِٛصْٚ اعتفبدٖ ِیوٗ اص ِیب 3ثب ايذٖ گشفتٓ اص ِفقً تشویجی ٔٛع  :1مفصل تركیبی ووع 

 

3. Spatial Lag             
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دٚ  یٓ ٕ٘ذعیبٔگیاِب ِ. دکشِٛصْٚ دٚ تبثغ ِفقً اسائٗ  یٓ ٕ٘ذعیبٔگیثشاعبط ِ  یذيجذ يیقً فضبتٛاْ ِفیِ

ه يعبخت  یخبؿ اص تٛاثغ ِفقً ثشا ی٘بٖخبٔٛاد جبٓ يٓ دس ايا ثش ثٕب .غتیه تبثغ ِفقً ٔيتبثغ ِفقً ٌضِٚب 

 .ؽٛدِی یِؼتجش ِؼشف يیتبثغ ِفقً فضب

) تبثغ ِفقً .2.1تعریف  , )K u v یش ٔبِتٕب٘يپزُیّبي تمغیِبوغ
3

 (Max id )ِیاصاثٗ٘شگبٖ  ؽٛدِیذٖ یٔب 

)،rِثجت  یمی٘شػذد حم , )rK u v ٔض تبثغ ِفقً ثبؽذی. 

اص تٛاثغ  یدٔذ ثشخض ٔؾبْ دایٔ [31] ٓ ٚ ّ٘ىبساْیٚ وٍ کشد یٓ تٛاثغ سا ثشسعيا ی٘بیژگيٚ [33] جٛ

 یاصاتْٛ ثٗيتٛاثغ ِفقً ولا ی٘بخبٔٛادِٖفقً اص جٍّٗ  0ٗیاصا، فشأه ث  0 ٍحك ثٗ-ًيیخبیِ-یٚ ػ-

 یاصا 0 ،Max id ٘غتٕذ. 

)اگش .2.1 قضیً , )iK u v یثشا, ,i 1 ِفقً تٛاثغMax id،( , )M u v ْٕگ، ي٘بفذ-فشؽٗ یثبلا وشا

( , )u v ًضشةِفقً حبف ٚ { , , }s sh h
1

يیفضب یش٘بیخأت 
1

i یثشا گبٖثبؽٕذ،آْ 
i

i i

h h

h h







 1

 ػجبست  

, ,

( )

( )

( , ) ( , )

( , ) ( , )

( , ) ( , )

h

i i

i h i h i i

h

s

s s

s s

M u v K u v h h

K u v K u v h h h

K u v u v h h h

 

 

 

 







  




 


   

1

01 1

1, 1

1

-1

1

1

1

                                       (1.4)   

 .ِؼتجش اعت يیِفقً فضب یتبثؼ

شد، تبثغ ِفقً یگیه ثٗ ففش سا دس ثش ِئضد ۀثب أذاص ٘بیٗ وٗ فبفٍ( 1.4) ۀساثطاٚي دس ۀ ثبص یثشا :اثببت

 یثشا آخش ۀدس ثبص. شدیثش گ ٕگ سا دسي٘بفذ-فشؽٗ یوشاْ ثبلا یؼٕي ،یثغتگ ُ٘وٗ حذاوثش  اعت یاگٛٔٗ ثٗ

اص . وٕذ یً ِیضشة ِِفقً حبفً یؼٕي يیفضب ثغتگی ُ٘عّت ػذَ  ثٗض تبثغ ِفقً یثضسگ ٔ ٔغجتبا  ٘بیٗ فبفٍ

Max٘ش دٚ تبثغ ِفقً یجب وٗ ثشاآْ id ِبٕٔذ( , )K u v1 ٚ( , )K u v2 ِیؼٕي٘ب،  ِٛصْٚ آْ یٓ ٕ٘ذعیبٔگی  

( , ) ( , ) ( , )K u v K u v K u v 
1 2

1
 یاصاثٗ  0 1 

 .ض ثشلشاسٔذیٔ( 1.4) ۀساثط ی٘بش ثبصٖيعب یظ ثشاي، ؽشا([31] ٚ ّ٘ىبساْ ٓیوٍ)ه تبثغ ِفقً اعت يض یٔ

وٕٕذ، ثب ی٘ب حفع ِِؼتجش سا ثش اعبط فبفٍٗ يیفضب تبثغ ِفقً یژگيٚ( 1.4)ٚ ( 1.1)دٚ ٔٛع تبثغ ِفقً 

جٗ دادٖ ٚ یِثجت سا ٔت ثغتگی ُ٘ثبؽذ وٗ ّ٘ٛاسٖ  یاگٛٔٗثٗ ۀٓ ؽشط وٗ أتخبة خبٔٛادٖ ِفقً ِٕبعت دس ٘ش ثبصيا

 [3،1] یاصاثٗثبسٔت وٗ -ِثبي تبثغ ِفقً گبِجً ػٕٛاْ؛ ثشای بثذيوب٘ؼ  ثغتگی ُ٘٘ب تیِٛلؼ ؼ فبفٍٗيثب افضا

  ٗفٛستث( , ) exp( log log )K u v uv u v  ،ػٕٛاْ  ثٗد٘ذ ٚ یجٗ ِیسا ٔت یِٕف ثغتگی ُّ٘٘ٛاسٖ  اعت

 .ؽٛد ّٔیِؼتجش اعتفبدٖ  يیتبثغ ِفقً فضب

  3. Maximal Infinitely Divisible             1. Spatial lag 
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 ییفضب بستگی ٌمتوابع مفصل و 

 ی٘باص خبٔٛادٖ یبسیثغ. ٚاثغتٗ ٘غتٕذ یتقبدف یش٘بیِتغ ثغتگی ُ٘عبختبس  یثٕذِذي یثشا ی٘ب اثضاسِفقً

ٚاثغتٗ   يیفضب ی٘بدادٖ. پٛؽؼ دٕ٘ذٚاثغتٗ  ی٘بدادٖ یسا ثشا یوبًِ ِثجت ٚ ِٕف یتٛإٔذ ٚاثغتگیٓ تٛاثغ ِيا

تٛاثغ  ٓ ثخؼ ٔمؼيدس ا. ؽٛد ِیبْ یؾٗ ِثجت ثیبٔظ ّ٘ي٘ب ثب تٛاثغ وٛٚاس آْ ثغتگی ُ٘٘غتٕذ ٚ عبختبس  ِثجت

 .ؽٛدِیبْ یِؼتجش ث يیبٔظ فضبيعبخت تٛاثغ وٛٚاسِفقً دس 

)ِثجت  ٛعتٗیتبثغ پ .2.1تعریف  )t ٗیاصاث t 0ٔٛا يک کبِلاا  ی، تبثؼ
3

تّبَ ِشاتت آْ  ی٘باعت، اگش ِؾتك 

 ٚجٛد داؽتٗ ٚ 

( )( ) ( ) , , ,n n t n  0 01 1  

)تبثغ ِثجت( [7] فٍش)ٓ يثشٔؾتب ۀیطجك لض )t  ثب ؽشط( ) 0  یً لاپلاعيعت اگش ٚ تٕٙب اگش تجذٔٛا يک کبِلاا  1

  یؼٕيثبؽذ،  یه تبثغ وشأذاس ٔبِٕفياص 

( ) ( ) ,tt e dM r t


 
0

0 

)وٗ دس آْ  )M  اعت یٔبِٕفوشأذاس  ۀه أذاصي . 

)ٛعتٗ ِثجت یتبثغ پ .1.1تعریف  )t ٗ1 یاصاث≤ t ،ٓيه تبثغ ثشٔؾتبي
1

 کبِلاا ه تبثغ ياعت، ٘شگبٖ ِؾتك اٚي آْ  

 . ثبؽذ ٔٛا يک

)1اگش ( [37] ٍش ٚ عبِىٛیِ) .2.1 ۀقضی )t  ٚ2 ( )t ٔٛا يک  کبِلاا  یتٛاثؼ ٚ( )t ثبؽذ، ٓ يثشٔؾتب یتبثؼ

) گبٖ آْ ) ( )t t 1 2 ،( ) ( )t t 
1 2  ٚ( ( ))t 1 ٔ٘غتٕذ ٔٛا يک کبِلاا ض ی. 

)اگش  .1.1قضیً  )t
1

  ٚ( )t )گبٖ  ٓ ثبؽٕذ، آْيدٚ تبثغ ثشٔؾتب 2 ) ( ( ))t t   2  .ٓ اعتيثشٔؾتب 1

 چْٛ  :اثببت

( ) ( ) ( ( ))t t t     
1 2 1  

)ٗ فشك ثٕب ث )t
1

  ٚ( )t ) ی٘بف ِؾتكيٓ طجك تؼشيا ثش ٓ ٘غتٕذ، ثٕبيثشٔؾتب 2 )t 
1

  ٚ( )t 
2

 یتٛاثؼ 

)تبثغ  3.4ٗ یثٕب ثش لض ٚ اعت ٔٛا يک کبِلاا  )t اعتيثشٔؾتب ٓ. 

)ذ یفشك وٕ( [36] ِب) .1.1قضیً  )t یسٚ ٔٛا يک کبِلاا  یتبثؼ [ , )0 ه يص ا یً لاپلاعيطٛس ِؼبدي تجذب ثٗي

 ٓ فٛست يوشأذاس ثبؽذ، دس ا یشٔضٌٚیتبثغ غ

( ) (|| || ) , d

sC h h h R 2
 

دس ِبٔب  يیبٔظ فضبيه تبثغ وٛٚاسي
dR ،1d  اعت. 

tچْٛ  .2.1وتیجً   ٗ[3،1] یاصاث لاپلاط ي٘ش تجذ یٓ اعت، ثشايؾتبثشٔ یتبثؼ ً( )t 3.4ٗ یلض، ثٕب ثش 

)تبثغ  )t   2ٓ ثب فشك يثٕب ثشا. ً لاپلاط اعتيٚ تجذ ٔٛا يک کبِلاا ْتبثغ  ٖگب ، آ( ) (|| || )sC h h  

 .ِؼتجش اعت ِبٔبی يیٛعتٗ فضبیبٔظ پيوٛٚاس یتبثؼ [1،1] ٘ش یاصاثٗ

3. Completely Monotone               1.  Bernstein 
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تٛاْ ثش اعبط آْ تٛاثغ یاعت، ِ ٔٛا يک کبِلاا  یتبثؼ یذعیه ِفقً اسؽّيذ چْٛ ٚاسْٚ تبثغ ٌِٛ .1.1وتیجً 

 .ِؼتجش عبخت یب صِبٔي يیبٔظ فضبيوٛٚاس

R{0}یاصاثٗفشأک  یذعیبثغ ٌِٛذ ِفقً اسؽّت .2.1مثبل    ٗفٛستث 
exp( )

( ) ln{ }
exp( )

t
t






 
 

 

1
1

 

)ln{(expفٛست ٚاسْٚ آْ ثٗٚ  ) ) }te


   
1 1  .اعت 1

||تبثغ  3.4 ٔتیجٗثش  ي ثٕببح ||ln{(exp( ) ) }he





   
1 1 ] یاصاثٗ 1 , ] 0 ِؼتجش  يیبٔظ فضبيه وٛٚاسي 2

 .اعت

٘ب  ِؼتجش ِتٕبظش آْ يیبٔظ فضبيغ وٛٚاستبثّ٘شاٖ  ثٗ یذعیِفقً خبٔٛادٖ اسؽّاص تٛاثغ  یثشخ 3دس جذٚي 

 .ؽذٖ اعتاسائٗ 
 ٌب متىبظر آن ییبوس فضبیو تببع كووار یذسیتوابع مفصل ارشم ۀخبوود. 2جذول 

 وستببع کواریب فضبی پبرامتر یکىوا تببع کبملا  تببع مولذ تببع مفصل

 

)ln جو ( ) )t   1 1 
 

( )te  
1

1 1 [ , )1 
|| ||( )he


 
1

1 1 

 حق-لییخبیم-یعل
( )

ln
t

t

 1 1
 

   
exp( )t









1
 

[ , )1 1 
        

exp(|| || )h 









1
 

 ببروت-بلگبم
ln( ln )t1

  

exp{ }
te



1
 [ , )0 1

        

|| ||
exp{ }

e h 



1
 

) ٌوگبرد-گبمبل ln )t 
    

exp{ }t
1

 
[ , )1

                 
exp{ }t 

 

) یذعیدٚ تبثغ ٌِٛذ ِفقً اسؽّ .1.1مثبل  ) ( )t t   1 1  ٚ( )
( )

t
t

t







 
2

1
1 1

 یاصاثٗ  ([31] ٍٔغٓ) 

[ , )  1 ْٚی٘بثب ٚاس ( )t t  
1

-1
1 1  ٚ( )

( )

t
t

t







 2

-1 1
1 1

 لاا کبِٓ تٛاثغ يوٗ آ يثب ٚجٛد ا .٘غتٕذ 

)٘غتٕذ اِب تبثغ  ٔٛا يک ) || ||t h   
1

-1
1 1 ٚ 

|| ||
( )

( ) || ||

h
t

h







 2

-1 1
1 1

|ش ياص ِمبد یثؼض یثشا  | | |h یِٕف 

 .اعت يیفضب ی٘بِثجت دادٖ ثغتگی ُ٘ش ثب يوٗ ِغب ٘غتٕذ،

 .غتیاس ٔتٛاثغ ِفقً ثشلش ۀّ٘ یثشا ٌضِٚبا  1.4ٔتیجٗ گش آْ اعت  وٗ  بْیث 1.4ِثبي 

 

 یزمبو-ییبوس فضبیتببع كووار سبخت

  یذاْ تقبدفیثب ِؽٛٔذ ٚ یذٖ ِیِٔب یصِبٔيیفضب ی٘بوٗ دس طٛي صِبْ ٚاثغتٗ ثبؽٕذ، دادٖ يیفضب ی٘بدادٖ

{ ( , );( , ) }Z s t s t D T  وٗ دس آْ  ؽٛٔذ،یِ یثٕذِذي
dD R ،T R،s يیت فضبیِٛلؼ ٚt 

-دَٚ ثٗ ۀِشتج یِبٔب یذاْ تقبدفیِ یصِبٔ-يیبٔظ فضبيتبثغ وٛٚاس. دٕ٘ذیِؾب٘ذٖ سا ٔؾبْ ِ یت صِبٔیِٛلؼ

 فٛست 

( , ) ( ( , ), ( , )) ;( , )s t s tC h h Cov Z s t Z s h t h s t D T      
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 .٘غتٕذ یٚ صِبٔ يیفضب یش٘بیت تبخیتشتثٗ sh  ٚth، وٗ دس آْ ؽٛدِیف يتؼش

)ٔؾبْ داد اگش  [35] ِب )s sC h  ٚ( )t tC h ٗیدس فضب یٚ صِبٔ يیبٔظ فضبيت دٚ تبثغ وٛٚاسیتشتث dR  ٚR 

 گبٖ تٛاثغ ثبؽٕذ آْ

, ( , ) ( ) ( ) ( , )s t s t s s t tC h h C uh C vh dW u v                                (6.5)  

, ( , ) [ ( )] [ ( )] ( , )u v

s t s t s s t tC h h C h C h dW u v                            (7.5)  

)٘ب ش ِؼتجش ٘غتٕذ، وٗ دس آْئبپزهیتفى یصِبٔ-يیفضب ی٘ببٔظيوٛٚاس , )W u v وشأذاس دس  یِٕفشیغ ۀأذاص ٚ

dR R اعت. 

)٘ش تبثغ ِفقً  یگزاس یوشأذاس ٚ ِثجت ٘غتٕذ، ثب جب يیچْٛ تٛاثغ ِفقً فضب , )K u v ٗیجبث ( , )W u v دس 

 .ؽٛدِیِؼتجش حبفً  یصِبٔ-يیبٔظ فضبيوٛٚاس تٛاثغ( 7.5)ٚ ( 6.5)سٚاثظ 

 تٛاثغ ِفقً  یگزاس یثب جب .2.1وتیجً 

( , ) ( )

( , ) { ( ) , }

K u v pW p q qM

K u v Max W 

    

   0
1

1
 

)وٗ ايٓ ً یدٌ ، ثٗ(7.5)ٚ ( 6.5) دس سٚاثظ   , )dK u v dudv ، ٚ ْدس آ ِثجت اعت، تٛاثغ  یِمذاس

 .ذيآیدعت ِثٗ یٚ صِبٔ يیبٔظ فضبيضشة دٚ تبثغ وٛٚاسفٛست حبفًثٗ بٔظيوٛٚاس

)ت لاپلاط ٔؾبْ داد وٗ اگشلايچٕذ خبٔٛادٖ اص تجذ یثشا [33] جٛ )t 1
 گبٖ ثبؽذ، آْ ٔٛا يک کبِلاا  یتبثؼ 

( ( ))t
  

12

یثشا 1 1 *ٓيِتؼٍك ثٗ ولاط تٛاثغ ثشٔؾتب 2


w*٘ش یاعت، وٗ ثشا  


  سٚاثظ( )w 0 0  ٚ

( )w   ثشلشاس ٘غتٕذ. 

)اگش .1.1 وتیجً )t ّگبٖ ٚاسْٚ آْ  ثبؽذ، آْ یذعیتبثغ ٌِٛذ ِفقً اسؽ( )t اعت  ٔٛا يک کبِلاا  یتبثؼ 

 ٚ( ( ))t  
2 )طٛس ِؼبديب ثٗي 1 ( ))t

  

12

*ٓ دس ولاطيثشٔؾتب یتبثؼ 1


 .اعت 

)اگش ٔؾبْ داد [1] ٕگیتیگٕ )t ٔٛا يک کبِلاا  یتبثؼ ٚ( )t ظيؽشا ثب ٓيثشٔؾتب یتبثؼ( ) 0 1  ٚ( )   

 ٖگب ثبؽذ، آْ

,

|| ||
( , ) ( )

( )
( )

s
s t s t d

h
C h h

h
h








2
2

2

2
2 2

1
 

ِبٔب دس یصِبٔ يیبٔظ فضبيتبثغ وٛٚاس
dR R اعت. 

. ٓ عبختيٚ ثشٔؾتب ٔٛا يک کبِلاا تٛاْ تٛاثغ یِ یذعیاص تبثغ ٌِٛذ ِفقً اسؽّ 1.5ثب تٛجٗ ثٗ ٔتیجٗ  .1.1وتیجً 

)ؽشط  ذ دسيٕگ ثبیتیبٔظ گٕيدس ولاط تٛاثغ وٛٚاس ٓيچْٛ تبثغ ثشٔؾتب ) 0 فذق وشدْ  یفذق وٕذ، ثشا 1

*ولاط تٛاثغ


ه جّغ يٓ ولاط دس ٔمطٗ ففش ثب ػذد يا تٛاثغ اعت ِمذاس یٕگ وبفیتیگٕبٔظ يدس تبثغ وٛٚاس 

ٕگ فذق یتیبٔظ گٕيسوٗ دس تبثغ وٛٚا یٕيتبثغ ثشٔؾتب یذعیٓ اعبط ثب تٛجٗ ثٗ تبثغ ٌِٛذ ِفقً اسؽّيثش ا. ؽٛد

 یوٕذ ثٗ اصا 1 )فٛست ثٗ 2 ( ))t
   

12

1 تْٛ تبثغ يتبثغ ِفقً ولا یثشا ػٕٛاْ ِثبيثٗ. ذيآیدعت ِثٗ 1
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)یٔٛا يک کبِلاا  ) ( )t t 




  1

1

1

)ٓ يٚ تبثغ ثشٔؾتب 1 ( ) ) ( )t t




    
12

1 1  ذ، وٗ دس آْيآیدعت ِثٗ 1





 2

1

 . 

)ٔؾبْ داد اگش [3] ٕگیتیگٕ )
s

r

sC h ٚ( )
t

r

tC h ٗدس یٚ صِبٔ يیفضب یبٔظ ِبٔبيت تٛاثغ وٛٚاسیتشتثdR 

ٚR  ْیٚ ٔبِٕف یأذاصٖ ِتٕب٘ یگبٖ ثشا ثبؽٕذ، آ ( )   ػجبست 

, ( , ) ( ) ( ) ( )
s t

r r

s t s t s tC h h C h C h d r                       
(3.5)
 

dRِبٔب دس یصِبٔ-يیبٔظ فضبيه تبثغ وٛٚاسي R اعت. 

 گبٖ تبثغذ، آْثبؽٕ یذعیتٛاثغ ٌِٛذ ِفقً اسؽّ  ،1  ٚ2اگش  .2.1قضیً 

, ( , ) ( ( ( || || )) ( ( | | )))s t s tC h h a h b h
  

 

       
1 22 41 3

1 1 1
1 2              (31.5)  

) یاصاثٗ ] 0,2،[ ]  0,2 ، 1 2 ، 3 4 ٚa ٚb  یِبٔب یصِبٔ-يیظ فضببٔيه تبثغ وٛٚاسيِثجت 

dRِؼتجش دس  R اعت. 

)expچْٛ :اثببت )t  اعت ٚ ٔٛا يک کبِلاا( ( ))at
 

  1

12 1

1
1 ٚ( ( ))bt

 

  2

24 3

1
) یاصاثٗ 2 ]  0,11، 

( ]  0,12 ٚa ٚb یاصاثٗ 3.4ٔتیجٗ  ثٕب ثٗ ،سّٚ٘یٓ  ، اص ٘غتٕذ ٓيثشٔؾتب ِثجت   2 1  ٚ  2 تبثغ  2

exp( ( ( || || )))a h
 

 
12 1

1
)expٚ تبثغ يیبٔظ فضبيوٛٚاس 1 ( ( | | )))b h

 

 
24 3

-1
 یبٔظ صِبٔيوٛٚاس 2

) یجبٓ سٚاثظ ثٗيا یگزاس یثب جب. ٕذِؼتجش ٘غت )s sC h ٚ( )t tC h يداس( 3.5) سد ُ 

1
2

( ( ( || || )) ( ( | | )))

( ) ( ( ( || || )) ( ( | | )))
r a h b h

e d r a h b h
 

  

  

   
 

     
  

   
1 1

21 241 3

1 22 41 3

1 1 1
1 2  

ِؼتجش دس یِبٔب یصِبٔ-يیبٔظ فضبيوٛٚاس یتبثؼ( 31.5)د٘ذ یوٗ ٔؾبْ ِ
dR R اعت. 

 گبٖ تبثغ تْٛ أتخبة ؽٛٔذ، آْياص ِفقً ولا  ،1  ٚ2اگش  .2.1مثبل 

1

, ( , ) [( || || ) ( | | ) ]r r

s t s t tC h h a h b h  


    2 3

1

1 1 1                (33.5)  

r یاصاثٗ



  2

2
1

0 1،r



  3

3
1

0 1 ،( , ] 0 2،[ , ]  0 2، 1 0 ٚa ٚb  

ِؼتجش دس یِبٔب یصِبٔ-يیبٔظ فضبيوٛٚاس یِثجت تبثؼ
dR R اعت. 

rلاصَ ثٗ روش اعت وٗ ثب فشك  r 2 3  [6] بوٛ ٚ ّ٘ىبساْيد یصِبٔ-يیبٔظ فضبيوٛٚاستبثغ ( 33.5) ۀ، ساثط1

 .د٘ذیجٗ ِیسا ٔت

 گبٖ تبثغ  ٘ٛگبسد أتخبة ؽٛٔذ، آْ-اص ِفقً گبِجً  ،1  ٚ2اگش  .1.1مثبل 

, ( , ) exp{ [ || || | | ] }s t s t tC h h a h b h  


   1

1

 

) یاصاثٗ , ] 0 2 ،[ , ]  0 2، 1 1  ٚa ٚb  ِؼتجش دس  یِبٔب یصِبٔ-يیبٔظ فضبيه تبثغ وٛٚاسيِثجت

dR R اعت. 
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 گبٖ ٘ٛگبسد أتخبة ؽٛٔذ، آْ-اص ِفقً گبِجً 1  ٚ2 يتْٛ ٚاص ِفقً کلا اگش  .1.1مثبل 

, ( , ) exp{ [( || || ) ( | | ) ] }r r

s t s t tC h h a h b h  


     2 3 1

1

1 1 2
 

rیاصاثٗ 20 1،r 30 1،( , ] 0 2،[ , ]  0 2، 1 1 ٚa ٚb  یصِبٔ-يیبٔظ فضبيه تبثغ وٛٚاسيِثجت 

dRِؼتجش دس یِبٔب R دٚ خبٔٛادٖ اسائٗ يا یِؼتجش ثشا یصِبٔ-يیبٔظ فضبيتٛاثغ وٛٚاس 1دس جذٚي  .اعت ٓ

r٘ب أذ، وٗ دس آْؽذٖ 0 1 ،( , ] 0 2 ،[ , ]  0 2  ٚa  ٚb  ٘غتٕذِثجت. 

 ٌب متىبظر آن یزمبو-ییبوس فضبیخبووادي توابع مفصل و تببع كوار. 1جذول 

   تببع مولذ                          

    
1 

    
2 

    
3 

 فضبی

 پبرامتر
 زمبوی-فضبیی تببع کواریبوس

] ٘ٛگبسد-گبِجً   ٘ٛگبسد-گبِجً کلايتْٛ , )0                           
[ || || | | ]a

s ta h b h  



1

 

] ٘ٛگبسد-گبِجً يتْٛکلا کلايتْٛ , )0 
               

{[ || || ] | | }a r

s ta h b h  


 
1

1 

 ٘ٛگبسد-گبِجً کلايتْٛ ٘ٛگبسد-گبِجً
[ , )1 exp{ [ || || ( | | ) 1] }a r

s ta h b h     
1

1 

 

یریگجًیبحث و وت  

 یشيپزٚ أؼطبف یگغتشدگ. ٘غتٕذ یدفتقب یش٘بیِتغ تٛأَغ يتٛص یثٕذِذي یِٕبعت ثشا یتٛاثغ ِفقً اثضاس

ه يٓ ِمبٌٗ يدس ا. عبصدیِ فشاُ٘ش سا ئبپزهیتفى یصِبٔ-يیفضبٚ  يیبٔظ فضبياسٚٓ تٛاثغ اِىبْ عبخت تٛاثغ وٛيا

ٚ  يیبٔظ فضبيالذاَ ثٗ عبخت تٛاثغ وٛٚاس ٚ ثش اعبط عبختبس تٛاثغ ِفقً یذ ِؼشفيجذ يیتبثغ ِفقً فضب

 ی٘ش چٕذ وٗ ثشسع. ؽذ  یثشسع یض اص ٌحبظ ٔظشی٘ب ٔ دس اداِٗ ِؼتجش ثٛدْ آْ ؽذ ٚش ئبپزهیتفى یصِبٔ-يیفضب

اِب  اعتش يپزاِىبْ یثٗ عبختبس تٛاثغ ِفقً اص ٌحبظ ٔظش ٓ ِمبٌٗ ثب تٛجٗيؽذٖ دس ا یِؼتجش ثٛدْ تٛاثغ ِؼشف

ش ِّىٓ ئبپزهیتفى یصِبٔ-يیبٔظ فضبيوٛٚاس ٚ يیبٔظ فضبيٚاسوٛ ،يیثٛدْ تٛاثغ ِفقً فضب ِؼتجش یثشسع

 .غش ثبؽذیتٛاثغ ِفقً خبؿ ِ یاعت فمظ ثشا

 

 قذرداوی و تشکر 

 یت لطت ػٍّياص حّب ٔیض ذ ٚؽ٘ب ِٛجت ثٙجٛد ِمبٌٗ  غٕذگبْ اص داٚساْ ِحتشَ ِجٍٗ کٗ ٔظشات اسصٔذٖ آْئٛ
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